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Ueber Thetafunctionen, die nicht zur Riemannaehen 

Klasse gehören. 

(Von Herrn Heinrich Jung in Marburg.) 



Uie folgende Arbeit*) ist auf eine Anregung des Herrn Prof. Schottky 
entstanden. Sie schliesst an dessen Arbeit: „lieber die charakteristischen 
Gleichungen symmetrischer ebener Flächen und die zugehörigen Abebchen 
Functionen*^ im 106. Bande dieses Journals an**). 

Die Aufgabe aber ist folgende: 

Es sei durch eine Gleichung G(p, 9) = vom Range r ein algebraischer 
Körper K vom Elange r definirt. Aus diesem bilden wir durch Adjunction 
der Quadratwurzel z aus einer rationalen Function H (p^ q) einen Körper K (»); 
er sei vom Range q. In diesem Körper giebt es dann q linear unabhängige 
Integrale erster Gattung; unter ihnen können wir die x Integrale erster 
Gattung des Körpers K annehmen. Di^ übrigen p— t = a Integrale lasseq 
sich dann so normiren, dass sie nur 2 a von einander unabhängige Periodicitäts- 
moduln haben, ohne dass sich aber diese Integrale auf Integrale eines 
Körpers von niedrigerem Range reduciren lassen. Sie geben also Ver* 
anlassung zur Bildung von i9^- Functionen von o Variabein, die allgemeiner 
sind als die iiiemaiiftschen. Diese i^-Functionen lassen sich in einfacher 
Weise durch die zu K{z) und K gehörenden JRjenianftscheu ^-Functionen 
von p und x Variabein ausdrücken. 



*) Ein Theil der folgenden Arbeit diente mir als Habilitationsschrift und zwar 
im wesentlichen die §§ 1, 7, 8, 10—12, 14. 

**) Man sehe auch die Göttinger Preissohrift Wiriingers, (Leipzig 1895). 
Journal für Mathematik Bd. GXXVI. Heft 1. 1 



2 Jung^ über Thetafunctionen, die nicht zur Riemannschen Klasse gehören. 

Während in der Arbeit von Herrn SchoUky der Fall t = 1 genauer 
untersucht ist, wollen wir im Folgenden den Fall r = 2 behandeln, und zwar 
unter der Annahme, dass für die Argumente der ^-Functionen Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Da dann die & der ßieniaiiiischen Art den 
Wurzelfunctionen proportional werden, diese sich aber bestimmen lassen, 
so können wir mit Hülfe der schon erwähnten Beziehungen zwischen den 
einzelnen & bis auf einen gemeinsamen transcendenten Factor die Werthe 
der allgemeineren ^-Functionen von a Variabein für den Fall bestimmen, 
dass ihre Argumente Integrale erster Gattung sind. Und diese Bestimmung 
soll unsere Hauptaufgabe sein. 

Die Arbeit zerfällt in drei Theile. Im ersten (§ 1 — 6) sind die 
d-Functionen, zu denen der Körper K(z) Veranlassung giebt, untersucht, 
im zweiten (§ 7 — 14) sind die Wurzelfunctionen des Körpers K(z) bestimmt, 
und im dritten (§ 15 — 18) wird unsere Hauptaufgabe gelöst. 

§1. 
Es sei durch eine Gleichung G (p, g) ^ vom Range t = 2 ein 
Körper K definirt. Die Gleichung G (p, g) = können wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit in der Form annehmen 

Es sei ferner H (p, g) eine rationale Function in K. Wir bilden dann durch 
Adjunction von z = yH(p,g) zu K einen Körper Ä'C»), dessen Rang mit p 
bezeichnet werden möge. Die rationale Function H kann ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit in besonderer Form angenommen werden*). Man kann 
nämlich H durch Multiplication mit dem Quadrate einer rationalen Function 
von p und g in eine Function verwandeln, die nur an einer Stelle und 
zwar von gerader Ordnung unendlich, an zwei Stellen je von der zweiten 
Ordnung und an allen anderen Stellen von der ersten Ordnung Null wird. 
Es werde nun H unendlich im Punkte 7l^y von der Ordnung 2 a +2^ Null 
von der zweiten Ordnung in p, und Q2 und Null von der ersten Ordnung 
in den N = 2a— 2 Punkten tii, n^^ ...,71^^. 

Betrachten wir p als unabhängige Variable, so sind die 6 Stellen e^ 
und die N Stellen n^ Verzweigungspunkte in K(z) und nur diese, und zwar 
alle von der ersten Ordnung. Da aber die Stellen e^ den beiden Zeichen 



*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, S. 206. 



Jung, über Thetafunciionen, die nicht zur Riemannschen Klasse gehören. 3 

von si entsprechend doppelt zu zählen sind, so haben wir im ganzen 
JV+12 = 2a+10 Verzweigungspunkte erster Ordnung. Es ist aber p in 
fi'(») eine Function vierter Ordnung. Also ist 

p = i(2a+10)-4+l = a+2. 

§2. 

Wir stellen ein bestimmtes System von q Integralen erster Gattung 
in K(z) auf. Dazu haben wir ein bestimmtes System von Periodenwegen 
zu Grunde zu legen. Es giebt q — a+2 Paare von Perioden wegen, und 
zwar schneiden sich die beiden Wege eines Paares in einem Punkte, haben 
aber mit allen anderen Wegen keinen Punkt gemeinsam. Nun giebt es in 
dem Körper K zwei Paare von Periodenwegen -4,, B^ und -^2, B2. Diese 
können wir auch als Periodenwege in K(z) betrachten. Wir erhalten aber 
aus ihnen, den beiden Vorzeichen von z entsprechend, vier Paare von 
Periodenwegen, die wir mit -<4i, ß,; -^2,^2; A^^^^Ba^u -4^+2,^^+2 bezeichnen 
wollen, und zwar so, dass sich die Stellen längs -^„ Ä„ von denen längs 
Aa^i^ Ba+i nur durch das Vorzeichen von z unterscheiden. Ausser diesen 
vier Paaren sind dann noch p— 4 = a~2 Paare von Perioden wegen vor- 
handen; diese bezeichnen wir mit At^ Ä, (t = 3, 4, ..., a). Wir legen ferner 
jedem Wege Ai und Bi eine bestimmte Richtung bei, die wir die positive 
nennen. Dabei sollen die Richtungen der Wege A^^ B^ und -4^+,, B^^i und 
ebenso der Wege -4,, B2 und -4^+2, ßa+2 als Wege in K betrachtet einander 
entgegengesetzt sein. 

Wir bestimmen nun p linear unabhängige Integrale erster Gattung 
Ja 80, dass der Werth des Integrales Ja erstreckt über den geschlossenen 
Weg Bß in positivem Sinn gleich ist, wenn a von ß verschieden ist, 
dagegen gleich 1, wenn a gleich ß ist. Den Werth des so bestimmten 
Integrales J^ erstreckt in positiver Richtung über Aß nennen wir taß. Es 
bestehen dann die Gleichungen r^ß = t^«* Aber zufolge der speciellen Vor- 
aussetzungen über den Körper K(z) treten zu diesen Gleichungen noch 
andere hinzu. Diese finden wir auf folgende Art*). 

Zu jedem Integral J^ gehört ein conjugirtes, das aus ihm durch Ver- 
tauschung von 9 mit — 2s entsteht. Wir bezeichnen es mit Ja. Dies ist 



*) Schoüky, dieses Journal Bd. 106, S, 212, 



4 Jung, über Thetafunetianen^ die nicht :tur Riemannsöhen Klcuse gehören. 

wieder ein Integral erster Gattung. Wir führen nnn zu einem Index a 
einen conjugirten a' ein, und zwar sei der Reihe nach a' gleich 1, 2, a+1, a+2, 
wenn a gleich a+1, a4-2, 1, 2 ist; im übrigen sei a' = a. Ebenso mögen 
sich die Indices ß und ß\ zu einander verhalten. Wir betrachten jetzt das 
über Bß, in positivem Sinne erstreckte Integral /«. Ist ß von ß' verschieden, 
so sieht man direct, dass dies Integral gleich dem in negativem Sinne über 
Bß erstreckten Integrale J^ ist. Ist aber ß = ß\ so ist das in positivem 
Sinne über Bß, oder Bß erstreckte Integral Ja gleich dem über einen 
geschlossenen Weg Bß erstreckten Integral J«; der Weg Bß entsteht aus Bß 
durch Aenderung des Vorzeichens von ». Er bildet mit Bß die volle Be- 
grenzung eines Gebietes in K(z). Das gesuchte Integral ist daher auch 
in diesem Falle gleich dem in negativem Sinne über Bß erstreckten 
Integrale J^. Ebenso sieht man, dass das in positivem Sinne über Aß, er- 
streckte Integral Ja gleich dem in negativem Sinne über Aß erstreckten 
Integrale Ja also gleich — t^^ ist. 

Ja hat demnach längs der Periodenwege Bß integrirt den Werth 
Null, wenn ß^ a\ und den Werth —1, wenn ß = a\ das heisst aber: es hat 
dieselben Werthe wie — J^r. Daraus folgt, dass das Integral erster Gattung 
Ja+Jaf längs der Perioden wege Bß integrirt immer den Werth Null ergiebt, 
also eonstant sein muss. Wir können geradezu setzen 

(1.) Ja = -Ja^. 

Nun ist aber das über Aß, erstreckte Integral J^, wie wir sahen, gleich 
— T^^, das über Aß, erstreckte Integral — /«, aber gleich — t«,^,, und da 
nach Gleichung (1.) beide einander gleich sein müssen, so folgt 

(2.) r^ß = Ta,ßt^ 

welches die gesuchte Gleichung ist. 
Setzen wir jetzt 

^a = Ja — Jafi 

Na = Ja+Ja 

N„ = J„, (a = 3,4,...,a) 






'a7 



SO erhalten wir a+2 linear unabhängige Integrale erster Gattung besonderer 
Art. Es haben nämlich zufolge der Gleichungen (2.) die Integrale Ma nur 
vier linear unabhängige Periodicitätsmoduln und sind Integrale des Körpers fi*; 
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and die Integrale Na haben 2 a linear unabhängige PeHödiciUÜsmodttllDf. 
Das PeriodensTBtem der M kann in der Form • ^ - ^.«^ 

Ol I!,, i;^, ' ?^:':^'^ ' '' 

das der N in der Form 

10 0...0 «11 «12 --.«la i ; \\ ; 

10...0 «21 «22 •••«2a \ 

• • • • • I • • • • • • - « • , '"• ^ l •'*•..' "'*} 

U U U •.. 1 «<^i «o2 • • • «00 , • . i • ' '. '' '.• ' '. * .:;'; 

dargestellt werden^ wo die Grrössen T and « in einfacher Weise .flnea^iBius 
den T^ß zusammengesetzt sind. 

Für das Folgende muss ich auf die Arbeit von Herrn Schottky im 
106. Bande dieses Journals verweisen, wo in den Paragraphen 7^11 die 
Herleitung der Formeln, die der folgenden Betri^qhtung zu Grande liegen, 
für allgemeines r gegeben i^t. Ich gebe hier nur das allernotWendigste 
aus diesen Paragraphen wieder, um den Zusammenhang niqht vQlUg zn 
unterbrechen. 

Die im vorigen Paragraphen definirten Integrale J, N und Jlf geben 
Veranlassung zur Definition von ^-Functionen von a, q und 2 Variabein. 

Es sei 

a»l /J=l 
0=1 ß=l ^ 

Dann definiren wir ^-Functionen in folgender Weise: 

e 

(n) 

a 

(«) 

2 

(«) 

2 
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Dabei ist immer über alle Systeme ganzer Zahlen n zu snmmiren. Es 

möge noch bemerkt werden, dass die von 1 verschiedenen Periodicitäts- 

modaln der Function tp (tri, 1^2) doppelt so gross sind als die entsprechenden 

von &{wi^W2). 

Wir bezeichnen ferner dnrchgehends mit n eine Periodencharakteristik 

/O Ov /ü\ 

von der Form ( ?l fi ) ^^^ ^^t ^ ^^^^ ^^^ ^^^ Form (22). Diese Cha- 
\2 2/ ^0 0/ 

rakteristiken gehören zu & (itj, W2) und tp (f«?i, w-z). Wir wollen aber mit 

denselben Zeichen auch Charakteristiken der Functionen tp und ^(ui...u^) 

bezeichnen. Und zwar sollen diese Charakteristiken deiinirt sein durch 

/ 0, 0, 0...0\ r 0, 0, 0...0, 0, 0\ 

\2**' 2*''^ *^/ W^*' 2^'' ^'"^'"'2*1' ""2*V 

und durch 

\ 0, 0, O-O/ NO, 0, O-.O, 0, / 

Es sei nun, wenn d,d',d",e,e\s" ganze Zahlen bedeuten , 

^(«.•••«,;4i|)= +^». 

Bezeichnen wir ferner die Periodencharakteristiken 

(0, 2 a) mit n. 

(0, 2c)mit 7i', 

(|, 0) mit «;, 
so ist za setzen 



mntü t 



vi,«»!» »2; Y + 5'» 2 / °^ - ^'■'"'' 
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Setzen wir nun fest, dass zwischen den Argumenten ti^, Vi und Wi die 
Gleichungen bestehen, die zwischen den Integralen Z^, Ni und M^ bestehen, 
also die Gleichungen 

^1 = ^i + ^'ff+i^ 

und femer, dass zwischen den drei Reihen ganzer Zahlen 

die in der ScÄo«%schen Arbeit S. 227 unter 2 verzeichneten Gleichungen 
bestehen, so haben wir das Gleichungssystem*) 

(3.) ± Kna, = H (^') (^» Vnnf %nnf, 

(«0 

(n) und (n\ü)) sind Vorzeichen. Das Zeichen .(^|^)t das wir auch im 
Folgenden zum Zwecke bequemerer Schreibweise öfters verwenden wollen, 

ist so definirt. Es sei ?i = ( li ^ 1, cü = ( 2 2 ). Dann ist 

Die Vorzeichen (71) sind von keiner weiteren Bedeutung für unsere Zwecke. 
Ihre Bedeutung ist aus der SchottkyBchen Arbeit (S. 229) zu ersehen. 

Das Gleichungssystem (3.) haben wir unseren weiteren Betrachtungen 
zu Grunde zu legen. Es ist aber zu bemerken, dass es nur für solche 
Functionen &^ gilt, fUr die alle Functionen d„„, wo oi irgend eine der 
Periodencharakteristiken der oben angegebenen Art ist, entweder gleich- 
zeitig gerade oder ungerade sind. 

§4. 

In unserem Falle giebt es je vier Periodencharakteristiken n und oi. 
Wir bezeichnen sie so: 



*) Schottky, dieses Journal Bd. 106, S. 230, 9. 



(4.) 
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to, =( 2^), tÖ2 = (^2), w, = (22), 

sodass also tii 712 ^3 = ^1 ^2 cüj = tiq == cüq wird. 
Es wird dann zufolge der Definition 

(ttoIcü^) = (n^\m^ = 1, o=o....,3) 

(^ihi) = - 1, (^i|«^2) = + 1, (^1^3) = - 1, 

(TlajCüi) = + 1, (7l2|«>2) = - 1, (^2|fÖ3) = - I1 
(7I3ICÜ1) = - 1, (7l3|«^2) = - 1, (^3^3) = + 1. 

Seteen wir ferner die unwesentlichen Vorzeichen 

(71,) = J, (7I2) = €, (7I3) = (71,) (7I2) = Bd, 

SO erhalten wir aus der Gleichung (3.) durch Specialisiren von n und w 
folgendes System von 16 Gleichungen: 

Die anderen 12 Gleichungen dieses Systems erhält man, indem man 
m der Reihe nach durch mn^^ mn^^ mn^ ersetzt und gleichzeitig r durch 
rVii,' TTij, rn^ und beobachtet, dass n^ 712 713 = 7?q = ist. 
[ .' Die 16 in dem System (5.) vorkommenden Functionen &^„^ nennen 
wir (nach Herrn Schotlky) verwandt. 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder sind nämlich die 
16 Functionen ^mn^wß («? /^ = 0? •••? 3) alle vom gleichen Charakter oder die 
eine Hälfte ist gerade, die andere ungerade. Es sei, um dies genauer zu 
untersuchen, die Charakteristik von &„, gleich 



(5.) 




Jung^ über Thetafunctionen^ die nickt %ur Riemannschen Klaute gehören. 
und es sei zar Abkürzung 



Dann ist &^ gerade oder ungerade, jenaehdem a gerade oder ungerade ist 
Ferner sei irgend eine der Charakteristiken nco gleich | ^ ^ |. Dann 
ist die Charakteristik von d„,^^ (siehe § 3) gleich 



^eraae oaer ungei 
nch h^'' ^^\ 

1 ,1. 1 ,1. 1 1 1 1.1 1, r 

y,2*'"^2 ^' 2*^ "^2^' 2*^ ••• 2*^-2? 2^' ""2 '' 2*^ "2^/ 

d'^n^ ist also gerade oder ungerade, jenaehdem 

o+gi («1 - ^^-i) +92 (^2 - «^) + Ai (t^i - t^e-O + *2 (^i - ^e) 
gerade oder ungerade ist. Wie sich demnach die Functionen &^„„ zu &^n ver- 
halten, hängt wesentlich von der Charakteristik 

ab. 

Wir sagen deshalb, ^^ gehört zu dieser Charakteristik. Es gehört 
also &^ immer zu einer der Charakteristiken n^ (Oß. Und man findet, gehört 
&^ zur Charakteristik 0], so haben alle 16 Functionen d-n„^ denselben 
Charakter (Fall I). Gehört aber d« zu einer von verschiedenen Charak- 
teristik^ so sind 8 der Functionen &„inw gerade und 8 ungerade (Fall II). 
Es sind hier freilich die Perioden cü„ cüj, (o^ bevorzugt; denn nur, wenn &„ 
zu einer dieser Perioden gehört, haben die Functionen &^ denselben 
Charakter, sodass nur dann das Gleichungssystem (5.) gilt. 

§ 5. 
I. Betrachten wir zunächst den Fall, wo alle Functionen S-^^^ den- 
selben Charakter haben. Aus dem Gleichungssystem (5, § 4) folgt: 
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In ähnlicher Weise lassen sich alle Quotienten ^ und ^^ aus- 

drücken. Da nun im Falle I die links stehenden Quotienten gerade Func- 
tionen sind, so sind die Functionen %„ von demselben Charakter und 
ebenso die Functionen q>^„. 

Wir wollen nun für die Functionen tp und die zum Körper K ge- 
hörenden Tbetafunctionen mit zweitheiliger Charakteristik eine bestimmte 
Bezeichnung festsetzen. Jede dieser Functionen hat eine bestimmte Cha- 
rakteristik. Alle 16 Charakteristiken können wir aber aus den Charakte- 
ristiken TT,, = cü,„ 7i„, o)^ zusammensetzen. Hat nun eine der Functionen 
z. B. die Charakteristik n^u)ß^ so bezeichnen wir sie mit y^n^toß ^^^ ^^a^a' 
Dabei wollen wir tp„^ und &„^ auch mit ip und & bezeichnen. Im Folgenden 
ist eine Tabelle der Periodencharakteristiken mit der zugehörigen Be- 
zeichnung gegeben. Dabei sind die ungeraden Charakteristiken umrahmt 



(7.) 



o— a:)- et)-. (-iO=-=- 



Wo 



|o) = "« Klo) = "^"J (lo) = "^"^ (l j) = "^"^ 



(o') = "' (s!) = "^"^ |(oi) = "^H |(oi) = "^"^ 



/^00\ |/tO\ /0}\ /1|\ 



Wir kehren nun zu unseren Betrachtungen über den Fall I zurück. 
Die vier Functionen tp^n. haben hier denselben Charakter. Die 4 Charak- 
teristiken TTif müssen also auch gleichartig sein. Nun lehrt ein Blick auf 
die Tabelle (7.), in der immer die vier durch Hinzufügen der tf, zu einer 
Charakteristik entstehenden Charakteristiken in einer Verticalreihe stehen, 
dass die vier Charakteristiken tti^ mit denen der ersten Verticalreihe identisch 
sein müssen. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, so können wir r 
gleich Tfo setzen. Die * vier Functionen %„. werden im Falle I demnach 
gerade Functionen. Dann folgt aus den Gleichungen (5.), § 4, dass die 
Functionen (p^„. gerade oder ungerade sind, jenachdem die Functionen d^,^ 
gerade oder ungerade sind. 
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IL Wir gehen zu dem Fall über, wo &„ der Gruppe (o^ angehört. 
Es sei etwa 0-^ ungerade. Man .findet, dass dann die Functionen &„^^ und 
»^»•Ti^^ (« = 0,...,3) ungerade, die anderen gerade sind. (Siehe Seite 9). 
Dann müssen nach den Gleichungen (6.) und den analogen die Quotienten 

tprnj^ VV/T, SPim, 9n7t^ 

ungerade, dagegen die Quotienten 

gerade Functionen sein. Es müssen also etwa Vr ^nd tp^n, gerade und ip^^ 
und i^nia ungerade sein. Aus der Tabelle (7.) sieht man, da rn^ und ttij 
gleichartige Charakteristiken sein müssen, dass iiur die Charakteristiken 
der zweiten Verticalreihe in Frage kommen. Sollen ausserdem rn^ und ttiz 
gerade sein, so muss r gleich w^ oder ttj^i Bein. Da es auch hier auf 
die Reihenfolge nicht ankommt, so können wir r = cü^ setzen. Für die 
anderen von Null verschiedenen Perioden wird analoges gelten, so dass wir 
sie nicht besonders zu behandeln brauchen. 

Es möge noch bemerkt werden, dass über die Anfangsglieder der 
Functionen &^ und y„ ganz analoge Sätze gelten wie im Falle t = 1*). 

§6. 

Wir leiten noch eine Formel ab, durch die wir eine der Functionen 

i*(iii...iip) durch vier ihrer Verwandten ausdrücken können, etwa &^„^ du)rch 
9 4 a a 

^ml ^mtoi^ *^"ictf,i ^mtOi* 

Wir setzen zur Abkürzung 

Dann lautet die erste von den nicht hingeschriebenen Gleichungen (5.), § 4 

Multipliciren wir ferner die vier ersten der Gleichungen (5.), § 4 der Reihe 
nach mit Ao, ^m ^27 ^3? und addiren, so bekommen wir 
3 



a=ü 

*) Schottky, dieses Journal Bd. 106. 



nrti 
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and dies wird identisch mit if^^„^y wenn folgende Gleichungen bestehen 

^0 + ^1 + ^2+^3 = ~7 



X 



A(j — Aj + A2 "^ ^3 — •- , 
^+ Äi — A2 A,3 = —■ , 



hieraus folgt 

4^0^?^««' = (a?tt+y»)(tty + a?»), 
4 li xysu = (xu+yz)(uy-'Xz)^ 
4 Li^y^^ = («y — ^«) («y — ^»)j 
4 A3 j:y»tt = (»y— iCtt) (uy + xz). 

Zwischen den Functionen ip und den zum Körper K gehörenden Theta- 
functionen ^(«?i, 1^2) oder ^((ir)), wie wir kürzer schreiben wollen, be- 
stehen aber Gleichungen*). Solche Gleichungen sind z. B. in unsrer 
Bezeichnung 



(8.) 2: (tT^J tp,^ ((IT)) V'.,., m = d.,., ((0)) ^.^.^ ((IT)) 



(n I o>) bedeutet das früher ((4-) § 4) definirte Vorzeichen. Durch Vermehren 
der Argumente um halbe Perioden co^ kann man aus diesen Gleichungen 
noch andere ableiten. 

Im besonderen erhalten wir für den Fall I, wo die Grössen a:, y, », u 
identisch mit ip„^j yj„^^ y/^^, \p^^ sind, aus den Gleichungen (8.) durch Specialisiren 
von w^ und Tiß die Gleichungen 

2(xu+yz) = &„,m)Kii^h 
2(xz+yu)^9„^m)&„Jw)), 



*) Man sehe z. B. Krause, Transformation der hyperelliptiscben Functionen 
(Leipzig) § 10 Formel 2 u. 3. 
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hieraas folgt noch 

= K im K ((♦'')) -Ko.. ((0)) Ku,. «tp)). 

Mit Benntzong dieser Gleichungen bekommen wir im Fall I die Formel 

[•n.((0)) KM)-K.... ((0)) ^^.„. (W)]d„„,(«i - «.) 
= K ((0)) 9„, ((0)) &„, ((«,)) ^„, ((«,)) ;?„ 

-K, ((0)) ^„,„. ((0)) d„, ((tp)) d„,„. ((«,)) d„„, 
+ ^.,«. ((0)) ^„.„.((0)) d„,„. ((«)) 9„,,^ m) »„,,, 

- K <-. ((0)) »„, ((0)) ^„. „. ((IT)) ^„, ((ep)) ^_., 
wo die i9^-Fnnctionen, bei denen die Argumente fortgelassen sind, die Argu- 
mente Hi...u^ haben. Aehnlich bekommt man im Falle II, wenn 9-„ zu w, 
gehört, die Gleichung 

[K m K, im- 91,^, ((0)) »i^, {[u,))]a„ „. (»,... «,) 

= ^.,((0)) 9„, ((0)) 5„,„. ((fp)) &„,^^ {(w)) &^ 
(9). I -'^..((0))^„.„,((0))d„,„.((fr))d„.((ip))^„„. 

-^.,.0. ((0)) K^, ((0)) 9„, ((tp)) d„,„, ((«,)) &^,^ 

+^«,«,.((0)) ^„,((0)) »„,^ ((tp)) .?„.„. ((ep)) ^„„,. 
Weitere derartige Gleichungen kann man aus diesen durch Vermehren der 
Argumente um halbe Perioden ableiten. 

§7. 

Wir wollen nun aus den aufgestellten Gleichungen die Werthe der 
Functionen ^.^ bestimmen für den Fall, dass für die Argumente Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Die Functionen &^^ die mit den Argumenten 
von höherer als der ersten Ordnung verschwinden, werden dann identisch 
Null. Von den anderen werden die ungeraden gleich einem gemeinsamen 
transcendenten Factor multiplicirt mit den Werthen einer bestimmten Wurzel- 
fnnction für die obere und untere Grenze der Integrale erster Gattung. Es 
soll nun zunächst unsere Aufgabe sein, diese Wurzelfunctionen zu bestimmen. 

Wir haben zu diesem Zwecke im Körper Ä'(«) alle Differentiale erster 
Gattung zu bestimmen, deren Nullstellen paarweise zusammenfallen. Denn, 
sind dfii, dUi^... solche Differentiale, so sind die Grössen l^c/tii, Vrfti),... 
den Wurzelfunctionen proportional. 
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Zunächst ist die Form eines Differentials erster Gattung überhaupt 
festzustellen. Jedes Differential aus K(z) kann in der Form geschrieben 
werden 

du = dw-\ — , 

wo dv und dw Differentiale aus K sind. Soll du ein Differential erster 

Gattung sein, so muss auch dw ein solches sein, also auch dw und - . 

dw ist demnach ein Differential erster Gattung aus K. Solcher giebt es 
zwei linear unabhängige, dv wird ein Differential zweiter Gattung in K. 
Dies Differential dv muss für die Stellen Qi und pj, für die z von der 
ersten Ordnung verschwindet, auch von der ersten Ordnung Null werden. 
Ausserdem muss dv im Unendlichen von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Unendlich werden kann dv an der Stelle ttq von derselben Ordnung wie », 
also von der Ordnung a+1. Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass 
jedes Differential rfc?, rft?,, dv^... die hier angegebenen Null- und Unendlichkeits- 
stellen hat, ohne es jedesmal besonders hinzuzufügen. Das allgemeinste dv 
hat a + 1 Unendlichkeitsstellen, also a-}-l + 2T+2 = a+7 Nullstellen. Von 
diesen sind 2-1-2 -2 = 6 vorgeschrieben, sodass noch a+1 übrig bleiben. Es 
giebt also a+1— t+1 = a linear unabhängige Differentiale dv. Die Anzahl 
der linear unabhängigen Differentiale erster Gattung in K(i) ist folglich im 
ganzen a + 2 = p, wie es sein muss. 

Wir haben nun dv und dw so zu bestimmen, dass du nur von gerader 
Ordnung Null wird. Dabei machen wir erst die Annahme, dass dw identisch 
verschwindet, und dann, dass dw nicht identisch verschwindet. Wir werden 
sehen, dass wir für beide Annahmen Lösungen unserer Aufgabe bekommen. 

§8. 
Es sei dw identisch Null. Es wird du = — , das Differential dv ist 

SO ZU bestimmen, dass es in K (z) ausser an den Stellen Qi und Q2 nur von 
gerader Ordnung verschwindet. Als Differential in K betrachtet, kann dv 
aber von der ersten Ordnung verschwinden, nämlich an den Nullstellen 
^1» •••) ^iv von z^ = H. Von den Nullstellen von dv sind noch a + 1 zu bestimmen. 
Wir nehmen an, es werde dv von der ersten Ordnung an den / Stellen 
^a? ^;9 •••7 ^2 uud ausscrdcm noch an k Stellen von der zweiten Ordnung Null. 
Dann muss /+2& = a+1 sein, also 

/= a-1 (mod 2). 
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Es handelt sich nun darum, ob sich nach Wahl von n^^...^n^ die 
noch fehlenden k Nullstellen passend bestimmen lassen und auf wie viel 
Arten. Der grösste Werth, den / annehmen kann^ ist a+1. Aber es wird 
bei allgemeinem ifif(p, gr) nicht a+1 Nullstellen von H geben, so dass ein 
Differential dv ausser an den einmal festliegenden Nullstellen nur an 
diesen a+1 Stellen verschwindet Wir können also annehmen, dass keine 
a+1 Stellen von H diese Eigenschaft haben. Dann ist auf jeden Fall 
/^a— 1. Aber auch gleich a — 1 kann / im allgemeinen nicht sein. Man 
kann zwar, da der Rang von K gleich 2 ist, de so bestimmen, dass es an 
irgend a— 1 Nullstellen von H verschwindet. Es verschwindet dann ausser- 
dem noch an zwei fest bestimmten anderen Stellen. Dfese werden aber 
im allgemeinen nicht zusammenfallen. Wir nehmen daher an 

/<a-l. 

Ueber den Fall /= a— 1 sehe man die Anmerkung. 

Es seien nun /<;a — 1 Nullstellen ti^, ..., ti^ von H ausgewählt und 
es sei / ^ a— 1 (mod 2). Eine solche Combination von / Nullstellen von 
Hj wo nämlich /<:a — 1 und/^a— 1 (mod 2), wollen wir wesentlich 
nennen und etwa mit c bezeichnen. Bestimmen wir nun das allgemeinste 
Differential Jr, das an den Nullstellen c verschwindet, so enthält es noch 
hinreichend willkürliche lineare Coefiicienten, dass man erreichen kann, 
dass df> an den übrigen Nullstellen von der zweiten Ordnung verschwindet, 



Anmerkung. Es werde etwa dv an den a — 1 Stellen tt,, ..., fTo-i von der ersten 
und an der Stelle a von der zweiten Ordnung Null; dann giebt es ein Differential erster 
Gattung dw^ dass in a und ausserdem noch in einem zweiten Punkte a^ verschwindet; 

und es wird dv. = — -, — ein Differential von der Art der Differentiale de, das an den 
ac 

a—1 Stellen tt^+i, ^a f i» • • •» ^iv von der ersten und an der Stelle a^ von der zweiten 
Ordnung verschwindet. Wir bekommen also die beiden Wurzelfunctionen y — und V ~. 

Der Quotient dieser beiden Functionen ist f ^ ' = ^ , also rational in K (s). Es ist 

dw 

demnach auch jede lineare homogene Verbindung a \ — '\- ß \ - -— eine Wurzelfunction. 

Dieser Ausnahmefall ist dadurch charakterisirt, dass sich Hdw* in das Product 
zweier Differentiale dv zerlegen lässt. Diese Möglichkeit wollen wir ausschliessen. 
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und zwar auf mehrere Arten. Es seien dv^dvi^.,. Differentiale, die an 
den NuUstellen c und ausserdem nur von der zweiten Ordnung verschwinden. 

Dann sind die Quotienten-^,... rationale Functionen in K, die an 

* Stellen von der zweiten Ordnung verschwinden und an k Stellen von 

der zweiten Ordnung unendlich werden. Die Functionen y^— ?••• sind also 

Functionen, die an k Stellen Null und an k Stellen unendlich werden und 
sich überall wie eine rationale Function in K verhalten. Sie müssen dem- 
nach entweder rational sein oder aber, da die Quadrate sicher rational sind, 
gleich dem Producte einer rationalen Function mit einer der 15 Grössen 
y^p — e^) {p — eß) (a^/3 = 1, ... 6), für die wir zur Abkürzung Vp^ schreiben 
wollen. 

Haben wir demnach c gewählt und ein df> bestimmt, so finden wir 
die anderen auf folgende Weise. Wir bestimmen zunächst alle rationalen 
Functionen in Ä, die an den k Stellen von der ersten Ordnung unendlich 
werden, an denen dv von der zweiten Ordnung verschwindet. Solcher giebt 
es ft — 1 linear unabhängige, unfer ihnen die Constante, etwa die Functionen 
1, fi, . . •, r4_2. Wir bekommen so die &— 1 linear unabhängigen Wurzel- 
functionen 

i/do Jdv ildv 

von denen je zwei einen rationalen (sogar in K) Quotienten haben. Und 
jede lineare homogene Verbindung von ihnen liefert immer eine Wurzel- 
function. 

Dann wählen wir irgend eine der 15 Grössen ip^ß und bestimmen 
alle rationalen Functionen in K^ die durch ip^ß theilbar sind und ausserdem 
von der ersten Ordnung an den k Stellen unendlich werden, an denen rfi? 
von der zweiten Ordnung Null wird. Solcher Functionen giebt es A— 1 
linear unabhängige, etwa «i, «2» • • •, «*-i. Ihnen entsprechen die Wurzel- 
functionen 

^1 Jdv Sk-.x Jd_v 

Zu einer wesentlichen Combination c gehören also im ganzen 
16 Reihen von je ä — 1 linear unabhängigen Wurzelfunctionen. Der 
Quotient irgend zweier der Wurzelfunctionen ist entweder rational, und zwar, 
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wenn beide derselben Reihe angehören, oder das Prodact einer rationalen 
Function mit einer der Grössen Yp^ und zwar, wenn beide verschiedenen 
Reihen angehören. 

Wir erhalten auf diese Weise alle Wurzelfunctionen, bei denen dw 
identisch Null ist. Wir sagen von ihnen, sie gehören zur Periode 0. 

§ 9. 

Die wirkliche Bestimmung der Wurzelfunctionen der Periode hat 
keine besonderen Schwierigkeiten, da es sich um die Bestimmung von 
rationalen Functionen in dem ziemlich einfachen Körper K (/?, q) handelt. 
Wir wollen hier nicht näher darauf eingehen. Nur für den Fall, wo 
/ = a — 3, also & = 2 wird, wollen wir der späteren Verwendung wegen 
eine Darstellung der Wurzelfunctionen mit Hülfe der zum Körper K ge- 
hörenden ^-Functionen und Integrale erster Gattung geben. 

Wir bezeichnen die beiden in § 2 definirten Integrale erster Gattung 
Ml und JI2, erstreckt von der Unendlichkeitsstelle n^ von »^ = Ä bis zu 
irgend einer Stelle n mit t^^^ und t^'^K Ferner setzen wir 

y"^rf/c) = <(o^ y^«rf,(o=,^o) (,=,,2) 

und fuhren als Primfactor zur Darstellung der Wurzelfunctionen die 
Grösse ein 

die bei geeigneter Wahl der Constanten a^,,^, und des Index a unabhängig 
von dem gewählten Index tiiCüj wird. Wir bezeichnen diese Function im 
Folgenden immer abgekürzt mit 

L((<-0). 
J^((< — 0) wird von der ersten Ordnung Null an der Stelle ti' und im Un- 
endlichen für beide Werthe von q von der Ordnung -^ wird aber nirgends 

unendlich. Um aber do passend zu bestimmen, haben wir / = a— 3 Null- 
stellen von H auszuwählen. Wir nehmen z. B. ti^, 7^27 ••., ^0-3. Dann können 
wir setzen 

9 ^ = M(^)?^ ^^ V '^+ T' '^"^^^ "2"/' 

Journal für Mathematik Bd. GXXVI. Heft 1. 3 



18 Jung, über Thetafünciionenj die nicht %ur Riemannschen Klasse gehören. 
wobei, damit wir eine rationale Function bekommen, 

a=l 

sein mnss. Da /i irgend einen der 16 Indices bezeichnen kann, bekommen 
wir 16 solcher Functionen. 

Wir könnten nun f— direct als Wurzelfunction betrachten. Wir 

wollen aber der Einfachheit wegen einen Factor absondern. Es sei zur 
Abkürzung 

a=l 

dann nehmen wir als Wurzelfunctionen die 16 Functionen 
Bedenken wir, dass wir i^ = H \r\ der Form darstellen können 



Ä(p, q) = 



L'((<-r.))L'((<-r,))i7L((<-a 



a=l 



so sehen wir, dass W aus "^ — durch Multiplication mit 

|/^. Vz((«-<,)) L((/-/,)) ... L[[t^ts)) 

hervorgeht. 

Der Quotient je zweier der gefundenen Wurzelfunctionen ist rational 
bis auf einen Factor ipaß^ ganz Übereinstimmend mit den in § 8 gefundenen 
allgemeinen Resultaten. 

§10. 
Wir betrachten nun den Fall, dass dw nicht identisch Null ist. Es 

wird du =^ du)-\- — oder zdu = zdw + de und es sind dw und dr so zu be- 

stimmen, dass zdu ausser an den Stellen Qx und ^2 überall von der zweiten 
Ordnung verschwindet und zwar in K(z). Aber man sieht, dass «i/tf auch 
als Function in K betrachtet überall ausser für q^^ und Q2 von der zweiten 
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Ordnung verschwinden muss. Denn adu kann im allgemeinen nicht fttr 
eine der Nnllstellen n^ von i von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Dasselbe gilt von — arfiii = — »rfir+rfi?. Es wird also das Product 

(rff>+»rffr)(rff>— «rfir) = rfr^— Ä^dir^ 

ein Differentialausdruck in K^ der überall von gerader Ordnung verschwindet, 
auch an den Stellen Qi und Q2 und im Unendlichen, und der auch nur von 
gerader Ordnung unendlich wird, nämlich an den Stellen ei, ...,efe von der 
zweiten und an der Stelle 7!^ von der (2a+2)-ten Ordnung. Wir können 
demnach setzen 

• rfr'- »' dw^ = dv'-Hdw' = de, 

wo dt ein Differential von K ist, das sich Überall wie eine rationale Function 
verhält, dt wird im allgemeinen kein rationales Differential sein. Denn 
es folgt aus der Definitionsgleichung für dt die Gleichung 

(df>+dt)(df>-dt) ^ Hdw\ 

Wäre nun dt rational, so wären, wie man leicht sieht, df>'k'dt und de —dt 
Differentiale von der Art der Differentiale i/t>. Es wUrde also Hdw^ in 
das Product zweier solcher Differentiale zerlegbar, ein Fall, den wir schon 
oben ausgeschlossen haben (§ 8, Anm.). Da aber dt^ rational ist, so wird 
auf jeden Fall dt nach Multiplication mit einem der 15 Ausdrücke 

|/^ (a^/?=l,2,...,6) 

rational. Es gehört also dt einem der Körper K„ß an, die aus K durch 
Adjunction von V^ entstehen. Wir können uns auf einen dieser Körper 
beschränken, da für die anderen analoges gelten wird. Wir beschränken 
uns auf den Körper K^. 

Wir setzen (p - c,) (p - e^) (p - e^ (p - e^) = pi234, ^Pse = 92 und >^p,234 = ?3, 
wobei immer das Zeichen von q^ so bestimmt sein soll, dass 9 == 92 93 ist. 
Jede Function R von K^q lässt sich in der Form darstellen 

R = r+riq+riq^+riq^, 

wo die r rationale Functionen von p allein sind und zwar dann und nur 
dann ganze, wenn R ganz ist. Zwei Grössen in K^^ die sich nur durch 
das Vorzeichen von l/p^ß unterscheiden, nennen wir conjugirt So ist die 
zu Ä conjugirte Function R^ ^ r+ri qr-ra^r^— fj^a und das Product beider^ 

3» 
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die Norm von R. wird eine Function von K. Der Rang von K^ ist gleich 
drei, da es die drei linear unabhängigen Differentiale erster Gattung 

dp pdf dp 

und nur diese drei in ihm giebt. 

Wir haben nun in Äjß zwei conjugirte Differentiale rfa = rfr+rff 
und db = dv — dt und ein Differential dw in K so zu bestimmen, dass 

da db = Hdw^ 

wird, da und db haben jedenfalls folgende Null- und Unendlichkeitsstellen: 
Sie werden unendlich in Tig und zwar für beide Werthe von ^2 von 
der Ordnung a+1. Sie werden Null, und zwar auch für beide Werthe von 
^2 an den Stellen Qj und Q2 von der ersten Ordnung und verhalten sich 
ausserdem wie ein Differential erster Gattung. 

Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass da und db die an- 
gegebenen Null- und Unendlichkeitsstellen haben, ohne sie jedes Mal an- 
zuführen, da und db besitzen ausser den angegebenen keine Uuendlichkeits- 
stellen, wohl aber noch Nullstellen, und zwar beide gleich viel. Aus der 
Gleichung 

da db = Hdw^ 

folgt, dass da und db für die Nnllstellen n^ von H und für die Nullstellen 
von dw^ noch verschwinden müssen. Nun entsprechen jeder Nullstelle n^ 
von H zwei conjugirte Stellen n^ und 77'j in K^q. Wird da an der einen 
Null, so muss rf6 an der anderen Null werden. Zwei conjugirte Stellen in 
Ä56 sind immer von einander verschieden. Da ferner H an den Stellen n^ 
nur von der ersten Ordnung Null wird, so können da und db nur dann 
eine gemeinsame Nullstelle haben (abgesehen von q^^ ^2 und der unendlich 
fernen Stelle), wenn für diese Nullstelle dw verschwindet. 

Wir haben nun alle solche Combinationen von je 2 er— 2 der Null- 
stellen, an denen H in Ks^ verschwindet, zu bilden, in denen von zwei 
conjugirten Stellen n'^ und n'^ nur die eine vorkommt. Diese Combinationen 
denken wir uns mit Indices bezeichnet, und zwar immer zwei Combinationen, 
die zusammen alle Nullstellen von H enthalten, mit demselben Index. Es 
sei m eine dieser Combinationen. Wir haben zu sehen, ob wir ein Differential 
da bestimmen können, das an den in m enthaltenen Stellen verschwindet, 
und zwar so, dass die Norm von i/a, nämlich dadb gleich Udw^ wird. 
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da wird ausser an den Stellen in m noch an vier Stellen zu Null. Da 
K56 vom Range 3 ist, so giebt es also zwei linear unabhängige Differentiale 
da^ die an den in der Combination m enthaltenen Stellen verschwinden, 
oder das allgemeinste Differential da^ das an den Stellen der Combination 
m verschwindet, enthält eine wesentliche Constante. Ebenso ist es mit dem 
conjugirten Differential db. Ist nun dw irgend ein Differential erster 

Gattung in K^ so wird ^' , eine rationale Function in ff, die nur an den 

Nullstellen von dw unendlich wird und deshalb das Product zweier 
y^-Functionen aus K sein muss, etwa gleich ^i-^2- Da (p^ und ^2 nur für 
die Nullstellen von dw unendlich werden, so werden (p^ dw = dw^ und 
ip2dw =• dw2 Differentiale erster Gattung, und es ist demnach, wenn da und 
db in der oben angegebenen Weise bestimmt sind, immer 

dadb = Hdwi'dw2» 
Die in da und db vorkommende wesentliche Constante kann aber immer 
so bestimmt werden, dass dw^ = dWi wird. Wir nehmen an, das sei 
geschehen, und setzen den gemeinsamen Werth von dw^ und dwj gleich dw^ 
dann ist 

dadb = Hdw\ 

Erinnern wir uns wieder der Bedeutung von da und db. Es war 

da = df>-\-dl^ 
db = df>-dt^ 



also 



ferner 



dv^l(da+db) 



und also 



du^^^{ydi±Vdb)\ 

]/Jii=^-^O^di±Vdb). 

y2z 

Wenn der Combination m eine Wurzelfunction entspricht, so wird 
Vdu diese sein. Aber es ist noch zu untersuchen, ob }/du immer eine 
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Wurzelfunotion ist. Vdü ist dann und nur dann eine Wurzelfunction, wenn 
es an seinen NuUstellen sich wie eine rationale Function von ffge verhält 
Das ist sicher dann der Fall, wenn da und db keine gemeinsame Nullstelle 
haben. Es braucht aber nicht der Fall zu sein, wenn da und db eine oder 
mehrere gemeinsame Nullstellen haben. Wie wir schon oben sahen, ist eine 
da und db gemeinsame Nullstelle auch Nullstelle von dw. Nun werde dw 

Null für p gleich c; es sei also dw = ^^""^^ ^ . Als Differential von K^^ 

betrachtet, wird rfir an vier Stellen Null, nämlich an den vier Stellen, an 
denen p den Werth c hat. An diesen Stellen müssen auch da und db 
Null werden, und zwar so, dass da an der einen und db bji der anderen 
von zwei conjugirten Stellen verschwindet und dass die Gesamtheit dieser 
Nullstellen die Nullstellen von dw^ ausmacht. Es sind daher folgende drei 
Fälle denkbar: 

1. da verschwindet für die vier Stellen, an denen p = c ist, von 
der ersten Ordnung; 

2. da verschwindet für eine von diesen vier Stellen von der zweiten 
Ordnung und fUr zwei von der ersten; 

3. da verschwindet für zwei von diesen vier Stellen von der zweiten 
Ordnung. 

§11. 

1. Wir betrachten zunächst den Fall 1. da und db werden an den 

Nullstellen von dw Null, -r- und .- werden also rationale Functionen in 

dw dw 

Kic^ die nur in 7!^, unendlich werden und die an den Stellen (»j, Q2 and an 

den Stellen der Combination m Null werden. Sie sind also durch m (wenn 

überhaupt solche Functionen existiren) vollkommen bestimmt. Es wird 

_..-_ = £f. Der Fall 1 ist also dadurch charakterisirt, dass sich H in 
dw dw ' 

zwei rationale Functionen von ^50 zerlegen lässt, die nur in ti^ unendlich 

werden, und er tritt so oft ein, als dies möglich ist. Im allgemeinen wird 

das überhaupt nicht möglich sein. Der Fall 1 ist ein Ausnahmefall. Es wird 

y^ und ^^ haben ausser den Stellen p, und q^ keine gemeinsamen Null- 
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Stellen. Ydü wird folglich dann eine Wurzelfonction sein, wenn Ydw sieh 
rational an seinen Nnllstellen verhält, also eine Warzelfanction aus K ist 
Setzen wir zur Abkürzung 

und 



2ä \^ dw ' die) ' 



^2i 
femer 

^^dp ^dWa (« = 1, ...,6), 
so erhalten wir folgende zu m gehörende Wurzelfanctionen 



Afdw, und ßVdw^ (ö=1,...,6). 
Da 

rd^^'d^ dw dw dw 

also gleich einer rationalen Function aus K(») multiplicirt mit ]/psß ist, so sieht 
man leicht, dass A }fdws und B Ydw^ Wurzelfunctionen sind, deren Quotient 
rational ist, so dass jeder Ausdruck von der Form aAYdws+ßB^dwQ 
eine Wurzelfanction darstellt. Dasselbe gilt von A}^dwQ und B^dw^. Der 
Quotient irgend zweier anderen der Wurzelfunctionen wird aber nicht rational, 
sondern gleich dem Producte einer rationalen Function mit einer der 
15 Grössen Vp^. 

2. Wir betrachten den Fall 2. In diesem Falle haben da und db 
gewiss eine gemeinsame Nullstelle. An dieser könnte sich fdä+^db nur 
dann wie eine rationale Function verhalten, wenn sie eine der Verzweignngs- 
stellen e« wäre. Einer solchen Stelle entsprechen aber in K^ß nur zwei 
Stellen, und da da im Falle 2 für /? = e an einer Stelle von der zweiten 
und an zwei Stellen von der ersten Ordnung, also an drei verschiedenen 
Stellen verschwinden soll, so kann c nicht gleich einer der Grössen e^ sein. 
Entspricht also der Combination m der Fall 2, so erhält man keine Wurzel- 
functionen. 
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3. Wir gehen znm dritten Falle Über, da und db haben keinen 
gemeinsamen Theiler. )fJü ist immer eine Wnrzelfanction. Es handelt 
sich noch darum zu bestimmen, wie viel Wurzelfnnctionen zu einer Com- 
bination m im Falle 3 gehören. Man möge die Differentiale da^da^^... 

und die dazu conjugirten d 6, rf6i, ... erhalten. Die Functionen ^, ~ sind 

dann rationale Functionen vierter Ordnung in Äse, die für /> = c an zwei 
Stellen von der zweiten Ordnung unendlich werden und an zwei Stellen 
von der zweiten Ordnung Null werden, für die p auch denselben Werth hat, 

etwa Ca. Die Norm von -r^ d. i. -j-^ . -r^ wird eine rationale Function 
"^ da da db 

von Ä, die für /> = c« von der zweiten Ordnung Null und für /> = c von 

der zweiten Ordnung unendlich wird. Sie ist daher bis auf einen constanten 

Factor gleich ^^ _ ^ . Nehmen wir an, da und damit c seien bekannt, 

so können wir die Functionen -i-^,... bestimmen. Wir können setzen 

da ' 

doa _ r + r, g+^ga + r, ^, 
da "■ {p—cy ' 

und es müssen die r ganze rationale Functionen von p sein. Da -r^ im 

Unendlichen endlich bleiben muss, so ist r^ = 0, fj eine Constante, r^ vom 
ersten und r vom zweiten Grade. Nun wird 

db (p-cy ' 

und da -^ • -^ rational in p wird, also kein Glied mit dem Factor q^q^ — q 

enthalten darf, so folgt, dass fj rj = sein muss. Also entweder rg = 

oder fj = 0. Ist r^ = 0, so wird 

dag _ r + r ^q^ 
da (p—öy ' 

Es wird also rfö für /> = c an zwei Stellen von der zweiten Ordnung Null, 
für die ^2 dasselbe Zeichen hat, q^ aber das entgegengesetzte. Dasselbe 
gilt von db und analoges von da^ und db^. Es ist aber 

du = Cp-c ) ' dp 

(yp,(c-e,) + ]fp,(c--e,)y q 

ein Differential aus Ä56, das dieselbe Eigenschaft wie da und db hat. Ist 
dX das zu d/i konjugirte Differential, so werden bei geeigneter Bezeichnung 
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^ and ^ rationale Functionen in Äse, die nur in n^ unendlich werden, und 
da ausserdem jt j- = %, , = Const H wird, so sehen wir, dass für 

dk dfA dldfi ' ^ 

fj = jy in der im Falle 1 angegebenen Weise zerlegbar wird. Wir 

kommen also auf einem anderen Wege wieder zum Fall 1. Wir können 
uns daher hier auf den Fall beschränken, dass r, = wird. 

Dann ist 

dag _ r + r^q^ 
da "" (p—cy 

Hier ist r^ eine Constante und r eine quadratische Function von p. r ist 
so zu bestimmen, dass r+r^g^ für p == c und ein bestimmtes Vorzeichen 

von qy von der zweiten Ordnung Null wird. Dadurch ist -^ bis auf einen 

Constanten Factor bestimmt, zwar nicht eindeutig, aber nur endlich viel- 
deutig. Man erhält nämlich folgende Functionen, in denen c^ß den Werth 
bezeichnet, den p^ß f\lr p = c annimmt: 



I Vp,,c,,±^p,,c ,A 



und die analogen. Entsprechend den drei Zerlegungen 12, 34; 13, 24; 14, 23 
der Periode 1234 giebt es drei solcher Functionen und die dazu conju- 

girten. Wir führen für die Functionen f-j^ und y-jr- folgende Be- 
zeichnung ein 



+A, = 4-i^== ^^-^';+f^ , 



und entsprechend seien A,3, g^... definirt. Bei passender Wahl der Vor- 
zeichen ist dann A^, gleich einer der Functionen /-^ und gi2 gleich der 

conjugirten f-^- 

Ist nun m gewählt und da und damit c bekannt, so erhalten wir 
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unter der Anmahme,- dass der Fall» 3 vorliegt^ folgende Wurzelfu'nctionöii: 
. . . . . . ]f4~fL±}/db 

< — •■ ** • 9 - ' - ■ , 

und die analogen, im ganzen acht. Es ist zu vermuthen, dass diese, acht zu 
m gehörenden Wurzelfunctionen Quotienten Jiaben, die, wie das bei den bis 
jetzt behandelten Fällen war, entweder rational sind oder bis auf einen 
Factor ]/p^ß rational sind. Diese Vermnthung bestätigt sich. 
Zunächst sieht man, dass 

y Jä + Yd b _ da-^-db _ dt 
bis auf den Factor Vpsö rational ist. Ferner wird z. B. 

fda+]^db 



(Yda + ydby 
Daa ist bis auf einen rationalen Factor gleich 



hnda+g,2db + V(tadb(hi2+ffi2)] 

setzen wir da = dw + Vp^odwi^ wo wir dw und dw^ rational annehmen 
können, so wird db = dw-^ip^dlBi und der betrachtete Quotient bis auf 
einen rationalen Factor gleich 



^/p\2 C34 dw + V/>345o C12 dwx + Ä Vpu C34 dto^ 

also rational bis auf den Factor Vp'x2' Analoges gilt von den anderen Quo- 
tienten. Rational wird der Quotient in diesem Falle für keine zwei der 
zu m gehörenden Functionen. 

Damit sind alle Fälle erschöpft. Wir sagen von den in § 10 und § 11 
behandelten Wurzelfunctionen, sie gehören zur Periode 56. Ganz analog 
sind die Verhältnisse fUr die zu den anderen 14 von Null verschiedenen 
Perioden aß gehörenden Wurzelfunctionen. 
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- ^ • .• • • • • • • § ^2.. .,. . . \ •■ 

Es bleibt noch zu entscheiden, fUr wie viel Combinatiönen m die 
Fälle 1, 2 oder 3 eintreten. Da der Fall 1, wie wir sahen, auch im Fall 3 
enthalten ist, so können wir nns daranf l)e8chränken, festzustellen, wie oft 
der Fall 2 und wie oft der Fall 3 eintritt. Wir erhalten dann auch sofort 
die Anzahl der Combinatiönen, denen Wurzelf unctionen entsprechen. Denn 
wir sahen, dass dem Falle 3 immer Wurzelfunctionen entsprechen^ dem 
Falle 2 aber nicht. 

Es seien m und mx zwei verschiedene Combinatiönen der Nullstellen 
^i, ^a ^on H und zwar solche, dass von zwei conjugirten Stellen immer 
eine und nur eine aufgenommen ist. Dann können wir immer zwei Diffe- 
rentiale da und da^ so bestimmen, dass sie ausser an den Stellen von m 
und i»! je nur noch fttr einen Werth von p verschwinden, etwa rfö für /> = c 
und doi ftlr j9 = c^. Es ist zu untersuchen, wann da fUr p = c und da^ 
fttr p — c, an zwei Stellen von der zweiten Ordnung und wann an einer 
Stelle von der zweiten und an zweien von der ersten Ordnung ver- 
schwindet, m und fiti mögen in q Stellen verschieden sein; es enthalte 
etwa m die Stellen tiJ, ttJ, ..., ti^ und also »ii die Stellen n'l^ 712^ ..., 71^', während 

die anderen Stellen von m und Wi dieselben sind. Die Function -H- hat 

da 

dann die Stellen ti^', ...,71^' zu Null- und die conjugirten tiJ, ...,71^ zu Un- 
endlichkeitsstellen. Umgekehrt ist es bei der conjugirten Function -j^. Ausser 

diesen Null- und Unendlichkeitsstelleil haben -^ ' und ,r nur noch die NuU- 

da db 

und Unendlichkeitsstellen, fttr die p = Ci oder gleich c ist Die Norm von 
-^, nämlich -p^-jti ^rd demnach nur für /> = c unendlich und fttr 
p = Ci Null, und zwar beidemal von der zweiten Ordnung und für beide 
Werthe von g, ist also gleich Const. (^--^^ j . 

Nun sei p an der Stelle n^ gleich ö« und ferner 

da, ^ r+r,7 + r,^, + r,y, 
da (p-öj...(p— Ö^0.(P— 0'" 

Dann mttssen die r ganze Functionen von p sein. Es wird 
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Da -j-^'-jf- rational in p wird, also kein Glied mit dem Factor q ent- 
halten darf, so wird 

Wir können also etwa setzen 

mit der Bestimmung, dass 

g^hi^^r und 425^3 = n 
ist Dann wird 

= (5^2 +5^3 93) (A3 +A2 5^2)- 

Man erkennt ans dieser Herleitung den allgemeinen Satz, den wir 
später benutzen werden, dass nämlich eine Function in üTm, deren Norm 
eine rationale Function von p ist, in das Product einer Function aus K (p, q^ 
und einer aus£'(p, 93) zerfällt. 

Aus der Gleichung 

^.^ = Con8t(?=^Y 
da db Np — c/ 

folgt 

= (p-s,y (p-ö,)' ... (p-d,y (p-cf (p-cd\ 

Soll nun -j^ für p =: öl nur an einer der diesem Werthe entsprechenden 

vier Stellen unendlich und an einer anderen Null werden, wie es sein muss, 
so muss für p = öl 5^2+0^35^3 oder gz — g^q^ und gleichzeitig h^-^hzqz oder 
A3— ^2^2 verschwinden. Auf jeden Fall werden die Functionen ff^—glql und 
^3 — ^92 beide durch p— di theilbar. Ebenso sind sie beide theilbar durch 

Ist ferner da fUr p = e an zwei Stellen von der zweiten Ordnung 

Null, also -j-^ an zwei Stellen von der zweiten Ordnung unendlich, so muss 

92±^3 93 oderAj + Aaja ftlrp = c von der zweiten Ordnung verschwinden. 
Es ist also einer der beiden Factoren gl—ff^^ql undAj — A^gJ durch (p—c)^ 
theilbar. Ist aber da fttr p = e an einer Stelle von der zweiten Ordnung 
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and an zwei Stellen von der ersten, Null und demnach -^ in entsprechender 

Weise unendlich, so enthält jeder der Factoren gl—ffi^ und Ai-^A^^ den 
Factor p—c. Gehört also zu m der Fall 3, so ist nur eine der Functionen 
SÜ^SÜ^l ^^^ A^ — A^Q^ durch p — c theilbar, sonst beide. Aehnlich verhält 
sich es mit m^ und e^. Nun sind die Functionen sii—glql und hl-hiql aber 

sicher von gerader Ordnung, da sonst -^ im Unendlichen eine Nullstelle 

hätte« Andererseits ist aber der Grad dieser Functionen congruent q (mod 2), 
wenn beide durch p—c und durch p — Ci oder wenn nur eine durch (jf—cf 
und auch nur eine durch (p'-Cif theilbar ist, wenn also m und m^ dem- 
selben Fall entsprechen. Dagegen ist der Grad der Functionen nach dem 
Modul 2 mit q+1 congruent, wenn m und nii verschiedenen Fällen ent- 
sprechen. 

AIbo auch umgekehrt: 

Ist Q gerade, d. h. sind m und nti in einer geraden Anzahl Stellen 
verschieden, so entsprechen entweder m und m^ Wurzelfunctionen oder beiden 
entsprechen keine. 

Ist dagegen q ungerade, d. h. unterscheiden sich m und nii in einer 
ungeraden Anzahl Stellen, so entsprechen der einen Combination Wurzel- 
functionen und der anderen nicht 

Wir nennen die Combinationen, denen Wurzelfunctionen entsprechen, 
wesentlich. Ist dann m eine wesentliche Combination, so ist jede Com- 
bination, die sich von m durch eine gerade Anzahl von Stellen unter- 
scheidet, wieder wesentlich, alle anderen nicht Danach ist die Hälfte aller 
Combinationen m wesentlich, die andere Hälfte nicht. 

§13. 

Wir wollen nun auch für die Wurzelfunctionen der Periode 56 eine 
geschlossene Darstellung geben. Es sei also eine wesentliche Combination 

m ausgewählt Es handelt sich um die Bestimmung von da und db oder ^« 
Die Norm dieser Function ist ^^-^ = 1. Nun hat sich bei Gelegenheit der 

Betrachtung der Function -j^ in § 12 gezeigt, dass eine Functipn in K^^ 

deren Norm kein Glied mit q enthält, in das Product einer Function des 
elliptiftchea Körpers K{p^q^ und einer Function des Körpers iSr(p, q^ vom 
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Range Nall zerfallt. Daher kommt es, dass wir die Function ^ Verhältnisse 

massig einfach darstellen können. Wir wollen in folgender Weise verfahren: 
Wir setzen 






Vp. 

WO die Constante c so bestimmt sein soll, dass die eine Periode von u gleich 
1 wird. Dann fuhren wir die vier zu K (p, q^) gehörenden ^-Functionen 
ein. Wir bezeichnen sie mit Oi(u)^a2(u)^03(u)^ a^(u) und es sei Oi(u) die 
ungerade Function. Genauer sei 

a,(u) = d(tt; 1,1), a,(u) = »(u; 0,0) 
o^iu) = 9(u] 1,0), a,(u) = d(fi; 0,1). 
Die von Eins verschiedene Periode sei lo. Sie sei so gewählt, dass die 
Function a^ der Grösse l(p — e^ (« = 1, ..., 4) proportional wird. 

Wir setzen, wenn n' irgend eine Stelle in K^ bezeichnet und also 
auch in K(j^^q^^ 

/■"■=-• 

Dann wird, wenn ti" die in K^^ zu n! conjugirte Stelle ist, die auch in 
Ä(p,^3) zu 7i' conjugirt ist, bei geeigneter Wahl des Integrationsweges 



/ 



du == — tt. 



Die Function j| hat die Eigenschaft, dass ihre Unendlichkeitsstellen zu den 

Nullstellen conjugirt sind. Nun lassen sich aber Primfunctionen*) bilden, die 
nur an einer Stelle in K^^ Null werden und an der conjugirten unendlich. 

Aus solchen Primfunctionen können wir dann -pi zusammensetzen. Es sei 

ab 

nämlich ti^ eine der einfachen Nullstellen von Ä = »^ Ihr entsprechen in 
iffse zwei conjugirte Stellen tiI, n^. Der Werth von u an der einen Stelle 
sei ^«, an der anderen also — ^u^, der von fi, der an beiden Stellen der 
nämliche ist, sei/>^^\ Zur Abkürzung sei noch p^^'^ — ^ß = pf^- Dann be- 
trachten wir die beiden Functionen 



^) Auf solche Primfonctionen machte mich Herr SchoUky aufmerksam. 
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yo-, (ti -. i) a, (u + S) l/p, p(«) + |/pi«) p/ 

Hierin bedeutet ä den Werth von u fUr unendliches p und a ist eine Con- 
stante. Von den beiden Functionen /| und 4 wird die eine an der Stelle 
n'^ Null und in tt'J unendlich; bei der anderen ist es umgekehrt. Voraus- 
gesetzt ist dabei, dass die Vorzeichen von ]/pi°^ und ip^^^ passend bestimmt 
sind. Das Product l^k wird demnach constant. Wir können a so bestimmt 
atoehmen, dass /|4=1 wird. Um die beiden Functionen genauer zu 
unterscheiden verfahren wir so. Wir denken uns einen geschlossenen Weg 
gegeben, der in der p-Ebene verläuft und e^ und ^q einschliesst, aber keinen 
der Punkte p^""^ (a = l,...,iV). Ferner denken wir uns flir einen der Punkte 
dieses Weges das Vorzeichen von Vp^ festgesetzt. Dann ist ein ganz 
bestimmter geschlossener Weg im Körper K(jp^ip^ definirt, den wir y 
nennen wollen. Lassen wir p den Weg y einmal durchlaufen, so ändern 

sich in k nnd k nur die Grössen }^p7pF+ l^pFpe und Vp7i^-->^pFp^ and 
zwar nehmen sie den Factor e'"' oder c"""* an. Es ist aber das Product 
der beiden Grössen gleich {e^ — e^ (p—Pa)i ändert sich also gamicht bei 
dem Durchlaufen des Weges y, da y den Punkt p^ nicht einschliessen soll. 
Daraus folgt, dass die eine der beiden Grössen d^n Factor c"*""*, die andere 
den Factor e""^ annimmt. Ebenso ist es dann mit den Functionen /^ und 4« 
Wir bezeichnen die der beiden Functionen ^ und i;^, die den Factor e"^"* 
annimmt, wenn p den Weg y in einem ganz bestimmt festgesetzten Sinne 
- er möge positiv heissen — durchläuft, mit g'a und ihre Nullstelle niit 
71^, die andere Function aber mit gä und ihre Nullstelle mit n'^. 

Wir gehen nun zur Darstellung der Function ^ über. Diese Function 

wird an N Stellen von der ersten Ordnung Null, nämlich an iV von den 
2N Stellen ttI, tiJ, ..., ti^, 7i[\ ti^', ...,n'^ jedoch immer nur an einer von zwei 

conjugirten Stellen tiJ, und ti«. -jt möge etwa an den Stellen 

Null werden. Ausserdem wird ^r noch an zwei Stellen von der zweiten 

ab 

Ordnung Null. FUr diese hat p denselben Werth, ebenso 93 und also auch tf, 
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dagegen qz entgegengesetzte Werthe (§ 11). Die Unendlichkeitsstellen sind 
die conjngirten der Nnllstellen. Danach hahen wir 

db äJ''<4iJ' oi.(u+ky 

dabei ist ;t ans der Gleichung 

ZU bestimmen, damit ^ rational wird. Da fi jeden der Indices 1, 2, 3, 4 

bedeuten kann, bekommen wir zu jeder Wahl der Nullstellen n'^^ <' von -— 
vier Functionen. 

Es &9i nun zur Abkürzung 



ng: n g:^F, 

a=l a=Z+l 



und die conjugiite Function 



ng: n g:^G,', 

a=l 0=4:4-1 



dann wird 

Ferner ist aber 
wo zu setzen ist 



dö "■ \al(u^3iy da^^' al{u^X) 
da'db^Hdw% 



j^ ^ Oßi(u + l)aß,(u-l) dp^ 
Ol (M + M)crj(M— tf) q ' 

danach wird 

^ CF, (fi + fi)(r, (11 — fi) q ' ' <fi(u — u)a^(u^u) q 

Diese Ausdrucke mtissen rational in ^56 sein. Sie dUrfen sich also nicht 
ändern, wenn z. B. p den frtiher definirten Weg y etwa in positivem Sinne 
durchläuft Dann aber nimmt jedes g' den Factor e""* und jedes g' den 

Factor 6"'" an, Vf, also den Factor e' .e \ = e^'^^'^^^l Daraus folgt, 
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dass die Anzahl X' der Nullstellen n'^ von ^ nicht ganfc willkürlich 'ist;' 

sondern dass sein mnss 

i = a-l(mod2). 

Danach ist eine wesentliche Gombination der Nullstellen nj,, tiJ,'' dadurch 
charakterisirt, dass immer von zwei conjagirten Nallstellen eine nnd nur 
eine in ihr enthalten ist und dass die Anzahl der in ihr enthaltenen Null- 
stellen n^ (und dann ebenso auch die der Nullstellen tz^') mit a — 1 nach 
dem Modul 2 congruent ist. Es ergiebt sich auch hier, wie früher (§12), 
dass die Hälfte aller Combinationen von N Stellen, die immer nur eiiie 
von zwei conjugirten Stellen enthalten, wesentlich ist« 

Wir hätten jetzt als Wurzelfunctionen zu nehmen (§ 10) 

l/dä±^dh 

Wir wollen aber denselben Factor hinzufügen, den wir bei den 
Wurzelfunctionen der Periode hinzugefügt haben (§ 9), nämlich 



i-]p'h{{t^t,))L{{t--t,))...L{{t^t^)). 
Setzen wir 



}/F, 



j (tt+fi)^^ (ii— fi) ^^ ''^ ^^ "^^ ' 



Vö, 



o^(u-\-u)a^(u — u) ^^ ^*' ^^ '^^' ' 

80 haben wir unter Fortlassung des Factors -= die Wurzelfunctionen 

T/Fa^(fi-;i)±»^Ga^(fi+l)- 

§ 14. 

Wir wollen nun die Wurzelfunctionen mit Indices bezeichnen und 
sie den Thetafunctionen von q Variabein zuordnen. 

Die Bezeichnung der Wurzelfunctionen kann in folgender Weise 
gewählt werden. Wurzelfunctionen, deren Quotient rational ist, bekommen 
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denselben Index. Sind ferner fT«, fT^, Wj, drei Wurzelfanctionen und 
existirt eine vierte W derart, dass 

WgW 

rational ist, so geben wir W den Index aßy. Existirt keine solche Wurzel- 
fonction, so wollen wir trotzdem den Index aßy einführen. 

Ausserdem definiren wir für jeden Index a eine Zahl /r^, die angeben 
soll, wie viel linear unabhängige Wurzelfunctionen den Index a haben. 
Entspricht dem Index a keine Wurzelfunction, so haben wir k^ gleich Null 
zu setzen. 

Wir sahen nun, dass immer mehrere Wurzelfunctionen in der Weise 
zusammengehören, dass der Quotient irgend zweier von ihnen gleich einer 
rationalen Function multiplicirt mit einer der Grössen Vp^ wird. Wir nennen 
solche Functionen verwandt. Sollen zwei Functionen verwandt sein, so 
müssen sie zunächst derselben Periode angehören. Und ferner findet man, 
dass auch die Combination c der Nullsteilen n^ oder die Combination m der 
Stellen ttI, iil für beide dieselbe sein muss. Es sind also in dem Früheren 
die zu einer Wurzelfunction gehörenden verwandten vollständig angegeben. 

Hat nun die etne von zwei verwandten Functionen den Index 9 und 
unterscheidet sich der Quotient beider von einer rationalen Function um 
den Factor }^, so werden wir der anderen den Index daß geben. Denn 
dann gentigen wir sicher den oben für die Bezeichnung Überhaupt ange- 
gebenen Bedingungen. Uebertragen wir die Bezeichnung verwandt auch 
auf die Indices, so können wir sagen: zu jedem Index ä gehören noch 
15 Verwandte daß (a^/3= 1, ..., 6). Aber nicht jedem von ihnen braucht 
eine Wurzelfunction zu entsprechen. 

Wir betrachten die einzelnen Fälle. 

I. Die zur Periode gehörenden Wurzelfunctionen. 

Wir bezeichnen alle wesentlichen Combinationen der Nullstellen n^ 
von H mit Indices. Eine habe den Index c. Sie enthalte / Stellen. Wir 
geben dann irgend einer der zu c gehörenden Wurzelfunctionen den Index c, 
den anderen die Indices caß. Die Zahlen Ar«., k^aß sind in diesem Falle 
alle einander gleich, nämlich gleich A— 1, wo k durch die Gleichung definirt 
war 2*+/ = a+l (§ 8). Es wird also 
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Ist c eine wesentliche Combination, so ist l<Zo—l. Das Resultat 
gilt aber im allgemeinen auch noch für / = <^— 1, da zo einer Combination 
von a— 1 Stellen im allgemeinen keine Wnrzelfnnction gehört. Wir rechnen 
daher anch die Combinationen von a— 1 Nallstellen n^ von H zn den 
wesentlichen, rechnen aber Combinationen, die zusammen alle Nallstellen 
n^ von H enthalten, nicht als verschieden. 

Da es 2^"^ wesentliche Combinationen c giebt und zu jeder 16 ver- 
wandte Indices, so bekommen wir im ganzen 16'2'''"^ = 4'' zur Periode 
gehörende Indices. 

Wir berücksichtigen den Fall /= o— 3 noch besonders. 

Für diesen Fall hatten wir folgende Darstellung gefunden (§ 9). 
Ist c eine Combination von a— 3 Nullstellen, etwa der Nullstellen :7i|,...,7i^_s, 
so bilden wir 

P((0)= n'L((«-0) 

und erhalten dann folgende zu dieser Combination gehörende verwandte 
Wurzelfunctionen : 

wo /i irgend einen der 16 Thetaindices bedeutet Wir geben dieser Function 
den Index cfi. 

Die Zahlen k^^ sind hier alle gleich 1. 

IL Wir behandeln nun die zur Periode 56 gehörenden Wurzelfunctionen, 
lassen aber den § 11,1 behandelten Ausnahmefall beiseite. 

Wir denken uns alle wesentlichen Combinationen aus den n'^ und 
n'^ mit Indices bezeichnet. Eine habe den Index m. Zu m gehört dann 
eine bestimmte Function F und G (§ 13). FUr die zu m gehörenden Wurzel- 
functionen fanden wir die Darstellung 

W=VFa^(u^l) + VGa^(u+3L) (/i = i,...4). 

Wir können diese so bezeichnen. Der Function 

geben wir den Index ml^; dann mtissen wir der Function 

5* 
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den Index mlb^fi geben. Von den 16 zu m verwandten Indices ent- 
sprechen hier nur achten Wurzelfunctionen. Die Zahlen k^^ß haben 
folgende Werthe: 

Im übrigen ist k^aß = 0. 

Da es 2^"^"* wesentliche Combinationen m giebt und zu jeder 16 ver- 
wandte Indices gehören, so bekommen wir im ganzen 4"^ zur Periode 56 
gehörende Indices. Dasselbe gilt von den zu den anderen Perioden aß 
gehörenden Indices. Rechnen wir die zur Periode gehörenden Indices 
hinzu, so erhalten wir im ganzen 16-4'' = 4^+^ = 4^ Indices, wie es auch 
sein muss, da der Körper K(z) vom Range q ist. 

§ 15. 
Wir haben im vorigen Paragraphen 4^. Indices definirt, also gerade 
so viele, als es ^-Functionen mit zweitheiliger Charakteristik von q Variabeln 
giebt Wir können also jedem I^dex eine dieser lu^-Functionen zuordnen. 
Dabei können wir diese Zuordnung in folgender Weise wählen. 

Wenn man für die Argumente in die ^-Functionen Integrale erster 
Gattung einsetzt, so werden die ungeraden Functionen, falls sie nicht etwa 
identisch verschwinden, einer der Wurzelfunctionen proportional. Wir 
werden die Bezeichnung so wählen, dass eine d^-Function mit dem Index a 
der Wurzelfunction mit demselben Index proportional wird. Dann ent- 
sprechen immer 16 verwandten Indices auch 16 verwandte Functionen 
^mniü' Die im vorigen Paragraphen definirten Zahlen &„ haben dann noch 
eine zweite Bedeutung. Sie geben nämlich an, dass die lu^-Function &^ mit 
Gliedern der Dimension k^ beginnt. Da wir bestimmen können, wie oft 
h^ gerade und grösser als und wie oft k^ ungerade und grösser als 1 ist, 
so können wir bestimmen, wie viel gerade Functionen mit den Argumenten 
verschwinden und wie viel ungerade von höherer als der ersten Ordnung. 

ka wird aber grösser als 1 nur für die zur Periode gehörenden 
Indices. Und zwar war allgemein (§8): 

Es wird also z. B. 

Ar = 2 für /=(y-5, * = 3 für / = a-7u. s. f. 
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Wesentliche Combinätionen ans / Nullstellen ti^ von fl^giebt es aber Q ^~ )• 

Es wird demnach, da für alle verwandten Indices hier die Zahlen Ar den- 
selben Werth haben, 

* = 2 für 16 'Q^Zl) Indices, 

Ar = 3 für 16 ^Q^Z^) Indices u. s. f. 

Nnn entsprechen aber 16 zur Periode Null gehörenden verwandten Indices 
16 verwandte Fnnctionen S^f^mü' Diese beginnen demnach mit Gliedern 
derselben Dimension. Ihnen entsprechen aber immer vier bestimmte der 
Functionen (p^^^ mit denen sie im Gleichungssystem (5.) § 4 vorkommen. 
Aus diesem Gleichungssystem erkennt man, dass die vier Functionen 9. 
mit Gliedern derselben Dimension beginnen wie die zugehörigen 16 ver- 
wandten &mni»* Daraus folgt, dass von den allgemeinen i^-Functionen (p^j^ 
von aVariabeln anfangen 

mit Gliedern 2. Dimension 4-( ^^5)» 

/^Q 2\ ' 

mit Gliedern 3. Dimension 4 • (^ _ - j u. s. f. 

Ist also a ^ 4, so verschwindet keine der geraden Fnnctionen y 
gleichzeitig mit den Argumenten. Ist a = 5, so beginnen 4 mit Gliedern 
der zweiten Dimension, für a = 6 schon 40, und für a = 7 beginnen 264 
mit Gliedern der zweiten und 4 mit Gliedern der dritten Dimension; u. s. f. 

FUr uns kommen nur die Functionen in Betracht, die nicht von 
höherer als der ersten Ordnung mit den Argumenten verschwinden, da alle 
anderen identisch Null werden, wenn man für die Argumente Integrale 
erster Gattung setzt. 

§16. 

Wir betrachten nun die zur Periode co^ gehörenden Functionen 6^„,„«. 
Diesen entsprechen Wurzelfunctionen , die zu einer der Perioden aß ge- 
hören. Wir nehmen an, w^ sei mit 56 identisch. Nehmen wir &^ als un- 
gerade an, so sind die 8 Functionen 6^^^^, ^mm^^ (« = 0, ..• 3) ungerade. Diese 
werden den 8 zu 56 gehörenden Wurzelfunctionen proportional,' wemr für 
die Argumente Integrale erster Gattung gesetzt werden. 
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Bezeichnen wir den Werth einer Wurzelfunction für die obere Grenze 
der Integrale erster Gattung mit W^, für die untere mit W„, und über- 
haupt den Werth irgend einer Grösse für die untere Grenze durch Hinzu- 
fügen eines Accentes, so haben wir 

\ (i-0....3), 

a _ ^ FW W I 

WO die c numerische Constanten und E einen transcendenten Factor bedeuten. 
Dann folgt unter Benutzung der vier ersten Gleichungen des 
Gleichungssystems (5.), § 4 und der Bestimmungen in § 5, II; 

(10*.)-(10^) I * (^«) V-"a V^cui^a = ^ ,-ä (^«1^») ^^i ^^nu^i ^-«.- » 
[ (a=0,...3) 

yrol(n) und (7i\w) die schon früher (§ 3) benutzten Vorzeichen sind. Ebenso 
folgt aus den zweiten vier Gleichungen des Systems (5.), § 4. 

l (a=ü,...S) 

Es handelt sich noch um die Bestimmung der Constanten c oder ihrer 
Verhältnisse. 

Es ist zu setzen 

uud da coi mit 56 identisch sein sollte, 

und femer, wenu wir coj mit 13 und tiz mit 12 identificiren, 

»V«... =VFa,(ii-A)+l/Ga,(ii+i), 
Betrachten wir die Gleichung (10**.) 
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Lassen wir hier die Grenzen n und n' der Integrale zusammenfallen, so 
^d ^„^«, für beide Zeichen von js Null, E aber nur für das eine. Also 
muss fllr das andere der Factor von E Null werden. Weiter können wir 
annehmen^ dass ftlr ti = ti' 

Vf= VF, 

yG = -VG' 
wird, also 

Dann wird der Factor von E in der Gleichung (11.) 

Soll das Null sein, so muss sein 

Benutzen wir dies und setzen die Werthe flir die Wurzelf unctionen in (11.) 
ein, so bekommen wir 

(HO I *^9^-iV'«.n, = £lVFG'(c„.a,(ii^i)a,(ii'+i)+c.^a3(^^ 

l +V^(c„a,(fi+i)o,(fi'-A)+c,^(73(fi+i)a3(y'-^))}. 

Das Verhältniss c^^ic^ hängt von der Wahl der Functionen a ab. Wir 
finden es so. Wir setzen die untere Grenze gleich ^ und die obere gleich 
ei. Dann werden die Argumente der tp gleich der halben Periode 13, also 
»2 der Functionen ^^(wi^Wi). coj ist aber auch gleichzeitig halbe Periode 
der Functionen tp. Es geht demnach tp„^^ ,über in V'ni«, (0, 0), wird also 
Null, und zwar wieder ftlr beide Werthe von z. Es muss also in der 
Gleichung (11*.) wieder der Factor von E verschwinden, und zwar diesmal 
fUr beide Werthe von js; demnach müssen die beiden Theile dieses Factors 
einzeln verschwinden. Es wird aber 

u^pdu^Q, u' = f^du. 

n' wird also gleich der Halbperiode, die die Function a^ (y) = & (y; 1, 1) in 
a,(tf) = »{u\ 1,0) Überfahrt, also gleich ^. (Siehe z. B. Weher «Elliptische 
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FanQti<^nen" § 18, 10.) Dana aber wird in Gleichung (11\) 



= — Cm^l^^3^-C«a»,^S^^l^ 



und 



c^ o,(n + X) a,(vl - i) + c,,, a, (u+l) a,(v! - X) 
Diese Ausdrücke werden beide Null, wenn wir 



^m — ^mttf. 



setzen. 



Statt der Gleichungen (10.) haben wir jetzt f. wenn wir c^'mit zu -E 



nehmen 



£ 



Hier sind durch t—t' die bis jetzt immer fortgelassenen Argumente 

angedentet. Setzen wir für W„,..., die Werthe ein, so bekommen wir 
folgende Formeln 

Vn = -^i^^T)) [ -»'^K(«-^)<^.("'-*)-'^3(«-^)'^3(«'-i)], 
y«.. = y„.^'^(f-<> )[{ »'^'['^i(«-^)<^.(«'+*)-a,(«-i)o,(«'+i)] ; 

+ yGG' [«7, («+A) «7, («'+^) + «73(«+» <^3(«' + i)]}, 

9.». = ^„,,^(f-t')) I »^^ K(«-^) o. C«'+i)+03(«-i) a3(«'+i)] 
+l^rG [a, («+;i) 0,'(«'-^)+aj(«+^) 03(«'-A)]}. 



(IL), 



Hierdurch sind die zur Periode co^ gehörenden Functionen (p dargestellt 
Für die Perioden cos, cü, wird analoges gelten, sodass wir darauf nicht eingehen, 
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Ferner haben wir eine Darstellang der 8 ungeraden zu co^ gehörenden 
Functionen &^^ gefunden fttr den Fall, dass die Argumente Integrale erster 
Gattung sind z. B. 

För die anderen van verschiedenen Perioden aß oder n^ a>ß wird ähnliches 
gelten. Wir können aber auch die 8 geraden zu einer dieser Perioden 
gehörenden Functionen &f^a» bestimmen, nämlich mit HUlfe dßr in § 6 ab- 
geleiteten Formel (9,) und der analogen, worauf wir hier nicht weiter eingehen. 
Es ist vielleicht noch folgende Bemerkung von Interesse. Wenn 
man die Gleichungen (10^.) und (10'.) dieses Paragraphen durch einander theilt, 
so bekommt man links 

Da dies ganz unabhängig von a ist, so muss auch die rechte Seite von z 
unabhängig werden. Nun kann man die Gleichungen (10^)— (10^) ähnlich 
umformen wie die Gleichungen (10*.)— (10^). Man bekommt dann für (10'.) 



wo a eine Constante ist. 

Benutzt man nun die Gleichung 

a,(0) a,(u^v!) o,(ii-A) a,{v!+X) 

= 03^(73(11— ii'—A) 01 fiaj ii'+a^ iOi(fi — 11' — i)a3fia3y' 
und die hieraus durch gleichzeitiges Vermehren von u und u* um die halben 
Perioden g, ^ und ^ und ferner durch Vertauschen von i mit — il hervor- 
gehenden Gleichungen, so bekommt man folgende Gleichungen statt (10^.) 
und (lOg: 

wo in beiden Gleichaugen 

A = }/FG' [a, X «7,(«-«'-;i)-(T, ia,(«-«'-Ä)] 

. + Vcr [aj X (T3(»'-ii-A)-<jj io,(i»'-ii-A)]. 
Jovraal für Mathematik Bd. CXXYI. Heft \. 6 



42 J'ungj Über Theiafunetionen^ die nicht zur Riemannsdien Klasee gehören. 
Ditidiri man die Gleichnngen, bo bekommt man 

^n,<o, ((<— 0) a a, II a, tt' + a, tf a, u' ' 
Es wird also anch die rechte Seite, wie es sein mnss, von s ganz 
unabhängig. Bedenkt man noch, dass a^ u nnd a^ v! proportional zn Yp—e^ 
und Vp'— e^.sind für a = 1,,..,4 und dass die Grössen ip — Ca ip—e^ wieder 
vieren der ungeraden Functionen &i,(tD^^w^ proportional sind, wenn unter 
tTi, iD2 Integrale erster Gattung verstanden werden, so sieht man, dass die 

Darstellung von -^pi^ ganz mit den Gleichungen, die zwischen den Functionen 

xp und ^(wijfOz) stattfinden (§6,(8.)), übereinstimmen, wie nicht anders 
zu erwarten ist. 

§17. 

Wir betrachten die Functionen der Periode 0. Hier sind alle t^^„ 
gerade oder alle ungerade. 

Zunächst betrachten wir den Fall, wo alle zu &^ verwandten Functionen 
ungerade sind. Von diesen werden alle die^ deren Anfangsglieder von höherer 
als der ersten Ordnung sind, identisch Null, wenn für die Argumente Integrale 
erster Gattung gesetzt werden. Die anderen werden Wurzelfunctionen pro- 
portional und zwar denen, für die die Zahlen k gleich 1 sind. Um diese 
zu bilden, haben wir aus dem Product 

n l((<-0) 

a=l 

a—S Factoren herauszunehmen und zu einem Producte P((0) zu vereinigen. 
Dann können wir setzen (§ 14. I) 



und ferner 



W^n^., = fPW) »n^., 0+0 



a -, WW IV' 



Hier ist c^n^u^ß ©ine Constante und E ein transcendenter Factor, der mit 
dem Factor E in § 16 identisch angenommen werden kann. 

Wenden wir die Gleichungen (5.) § 4 an und berücksichtigen die Be- 
stimmungen in § 5 I, so bekommen wir 



(12.) ±4y.„^ ip^^ ((f-0) = E WW) ^nt')) s«. 
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wo i 

Nun lassen sich die Functionen 3„. Q+k) ^^^ v'+O l^^^iar mit cohstanten 
Coefficienten ausdrücken durch die 4 Functionen 

WO, wie auch sonst, die Argumente nur angedeutet sind. Da aher S« den 
Factor VTr^tt*— 0) enthalten muss, der in den Gleichungen (12.) auf der 
linken Seite steht, so wird 

(13.) S. = S^VnJ(/-0)Vn, ((< + «' + *)) <« = *^.-»^). 

WO Sa^ Constanten sind. Um die Grössen Sa^ zu bestimmen verfahren wir so. 
Die Argumente in den Functionen '^«X'+0 ^^^ *«<C'^0 ^^^^ 
nicht willkürlich veränderlich. Aber wenn es gelingt, die Constanten zu 
bestimmen unter der Annahme, dass die Argumente ganz willkürlich sind^ 
80 werden die so bestimmten Gonstanten auch noch bei beschränkter 
Veränderlichkeit der Argumente richtig sein. Wir setzen also in den 

Gleichungen (13.) /^ = — ?^ (i = 1, 2) und bekommen * 

(14.) k{n,\io:)c^^&^^m)KQ^^ 

(a=0,...,S). 

Setzen wir in Gleichung ((8.) § 6) ti^ = 0, so haben wir 
woraus folgt, da 

3 

JS (^a|tt><)(^/?l«'<) = 0» w6nn a^ß 
= 4, wenn « = /?, 

Darch Vergleichen mit Gleichang (14.) ergiebt sich 

C««. - Cm». 7=- C»«. = C.», = -f- (a =^...J). 

6* 
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Es wird also, wenn c eine neue Constante bedeutet, 

f <jp. = c}/pm)fpW))^{{t+n»))'E, 



(la.) 



y.„, = ±cVPmVP¥i) yf„,{{t+f+s))'E, 



Hierdurch sind die angeraden zur Periode gehörenden 9 bestimmt. Be- 
sonders einfach bekommt man noch 

|- = ±^-((,+^+.)). 

Es möge noch folgendes bemerkt werden: Da }/P{{l)) (T— 3 Factoren 
der Form iLifJt—Q) enthält, jeder von diesen für unendliche Werthe von p 

von der Ordnung -7 Null wird, und zwar für beide Werthe von q^ so wird 

VP{{t)) im Unendlichen für beide Werthe von q von der Ordnung — j— 

Null; da nun die (p an diesen Stellen nicht Null werden, so muss E von der 

fj 3 

Ordnung — ^— im Unendlichen unendlich werden. Diese Eigenschaft von E 

werden wir noch verwenden. Im übrigen wird E nirgends unendlich und 
nur Null, wenn die obere Grenze mit der unteren Grenze zusammenfällt. 

§18. 

Wir betrachten nun den Fall, wo alle zu &^ verwandten Functionen 
gerade sind. Diese Functionen gehören zu einer Combination c von a— 1 
Nullstellen n von H. Wir setzen 



femer 



p((0) = nm^t:i), 






pm) = L{{t-QL{{t-QP,m) 

= L{{t-t,))L{it-t,))p,m) 
= L{{t-t,))L((t-t,))p,m). 
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Hieraus können wir dann die Warzelfunctionen bilden: 

Sind aber ^„ &21 ^3 drei ungerade i^-Functionen, die diesen Wurzel- 
fdnctionen entsprechen, so giebt es eine vierte gerade Fanction ^^ so, dass 

gleich einer i466/schen Function wird. Wenn wir 1^^ als Function der 
oberen Grenze betrachten, so können wir demnach setzen 

Aber es ist 



und da 

eine rationale Function in ff (s) ist, die wir mit A zu A vereinigen können: 



*(['-''+ 2^ _ 



Die verwandten Functionen bekommen wir, wenn wir & durch &^ er- 
setzen, wo ju irgend einer der 16 Indices ist. Wir setzen 

Nnn fuhren wir die zu /*((<)) conjugirte Function ein 

Pxm)= nL{{t-tj). 



Dann ist 

^2 _ P((<))P.((0)I<'((<-rJ)L'((<-r,)) 



_ f ((<)) £((<-r.)) L((<-r .)) ^^ V ^ *' + f ) 






J^/*.««)). 



Der erste Theil ist aber eine rationale Function h von p und 9. 
Setzen wir jetzt 

so bekommen wir, wenn wir h mit ^ zu F vereinigen 

^„^L ((<-«')) . . 



(15.) 






Es handelt sich noch nm die Bestimmang von f nnd F. Die linke 
Seite der letzten Gleichung wird ttberhaopt nicht unendlich. E wird zwar 
für 7i = 7i' Null, aber für 71 = 71' wird auch Lüt-t')) Null. Daher darf 
auch die rechte Seite nicht unendlich werden, und da VP{{t)) und i^PAit)) 
irrational sind, keiner von beiden Summanden der rechten Seite. / kann 

demnach nur unendlich werden flir die Nullstellen von ^P{{t)) ^/«C'""''"^0* 
Nun wird VP{{t)) fnl Unendlichen von der Ordnung ^^ Null, da jeder 



Factor VL((l-0) dort von der Ordnung J Null wird. Aber die linke Seite 
der Gleichung (15.) wird von derselben Ordnung Null, da E von der Ordnung 
^^ unendlich wird (§ 17) und Z((/-0) von der Ordnung ~ Null. Ebenso 

wird im Unendlichen VPi ((0) von derselben Ordnung Null. Daraus folgt 
aber, dass f nicht dort unendlich werden kann. Würde f an einer anderen 
Nullstelle von VP ((/)) unendlich, so würde iP[(jt))'f immer noch unend- 
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lieh. Weiter kann ^ nicht an den Nnllstelleh von ^pQ^t^+tf tmendlich 

werden. Denn rationale Functionen, die nnr an diesen Stellen nnendlicfi. 
werden, giebt es nicht. Daher ist f constant. Und ebenso folgt das 
gleiche für F. 

Lassen wir in der ö^leichnng (15.) die obere, Grenze ti mit der 
unteren 7i' znsammenfallen, so wird die linke Seite ftlr« = — «' Null, da 
hierfür L((/— /')) aber nicht E Nnll wird. Die rechte Seite verschwindet 
also auch. Nun sei für * = /' 



nnd damit «==—«' wird, 

dann wird > 

wo €^ den Charakter von &^ bezeichnet. Daraus finden wir das Verhältniss 
von f und F, und wenn c^ einen von der oberen und unteren Grenze unab- 
hängigen Factor bezeichneti wird 

Damit sind auch die geraden Functionen &^„„ dargestellt, soweit sie nicht 
identisch verschwinden. Und wir können jetzt auch die geraden Functionen 
%n der Periode bestimmen. Setzen wir 






Lilt-t')) ^ ^ ^^' 



so folgt aus dem Gleichungssystem (5.), § 4 



(16.) \ + ^<Pnn^V^nAt-t')) = ßgr, (/-/ + + ß, j,,(f'^/^l), 



WO 

3 



ga m) = 9a {t''\ <^'') = ^^/^J«»*) c„, *„, m. 
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Es lassen sich aber die Fnnctionen 9aQ'-t'+0 als Functionen von / und 
/' linear ausdrücken durch die vier Functionen 

Nun muss die rechte Seite z. B. der ersten der Gleichungen (16.) 
durch tfß„^ ({t—t')) theilbar sein, und zwar fUr beide Werthe von «, also beide 
Summanden einzeln; und da R und Rx nicht dadurch theilbar sein können, 

so mUssen ga^t'-t'+^j nnd gr« (^<'— <+0 es sein. Es wird demnach 

fl^aO-/'+0 = C^y^nj(t''t'))y;^j{t^t' + S)), 

Zur Bestimmung der Constanten c^ nehmen wir wieder willkürliche Ver- 
änderlichkeit der Argumente an und setzen 

Dann bekommen wir 
Es bestehen aber die Gleichungen*) 

i (".hO *.. G) »^ß)) = 4 v„„ 0-0 vn« 0+0, 

danach wird 

c», -*.,. (0 = c«. ^«., (0 (.=cv....») 



nnd 



Ca K (0 = 4C^ (a = ü.....,). 



Hiernach bekommen wir, wenn C eine nene Constante ist, 

<p, = CjRv ((<-/'+»)) +Ä,V («'-'+*))}, 
5P.„, = ± C {Rv,„,((<-/' + ,)) + Ä,v/„. ((<'-<+*))}, 

»».n. = ± C {ßV». {('-<'+*)) + «! V«, ((''-<+*))}, 

9'... = ± C {Äy/„. {{t-t'-\-i)) + R,tp„,{{t'-t+i))}. 



Ib. 



*) Siebe z. B. Kraute, Transformation der byperellipt. Functionen, (Leipzig 1886) 
§ 10, 2. 
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§19. 

Damit ist nnsere Aufgabe erledigt Fassen wir die Resultate noch 
einmal zusammen. 

Dabei wollen wir aber von constanten Factoren nnd dem trans- 
cendenten Factor E absehen. 

Die Gesamtheit der Functionen (p zerfiel in zwei Hauptgruppen, 
jenachdem die 4 Functionen (fn^ Vnm^ V^nn,} Vnn, denselben Charakter hatten, 
oder zwei von ihnen gerade und zwei ungerade waren. Jede der beiden 
Hauptgruppen enthält gerade und ungerade Functionen und zerfällt somit 
wieder in zwei Theile. 

I. Je 4 Functionen (Pny Vnn.i 9nn,} V^nn, haben denselben Charakter. 

a. Die ungeraden Functionen (p. 
Wir haben aus dem Producte 

sm = //' z^((/-o) 

a-l 

a— 3 Factoren zu einem Producte P{{t)) zu vereinigen. Bezeichnen wir 
dann die Summe der in P((t)) enthaltenen Werthe t^*^ mit 

wo r?\ r^^ die in § 9 definirten Grössen sind, so haben wir zu bilden 

la- ]^pm ypm v^.« {{t+t'+s)) (a=ü.....3). 

Diesen Ausdrücken entsprechen dann vier ungerade Functionen (p^„^. 

b. Die geraden Functionen </>. 

Wir haben das Product S{{t)) in zwei Factoren P ((/)) und P,((/)) von 
je (T— 1 Factoren zu zerlegen, sodass also 

pm)PÄt))^s{{t)). 

Bezeichnen wir dann wieder die Summe der in P({t)) enthaltenen 
Werthe <i*> mit s^'^-rl'^-r^^ (i = 1, 2), so haben wir zu bilden 

L{{t-t')) - - -- . 

(«=<!,.. .,3). 

Diesen Ausdrücken entsprechen dann vier gerade Functionen (p^„^. 

II. Zwei der Functionen y,, (p^„^^ y^„,, (p^^^ sind gerade, zwei ungerade. 
Da sind drei Fälle zu unterscheiden, jenachdem welche der Functionen mit q>n 
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gleichartig ist. Wir betrachten nur einen Fall; für die anderen Fälle gilt 
analoges. 

Wir haben eine der Perioden cüj, cüj, tv^ herauszugreifen, etwa coj = 56. 
Dann stellen wir die vier zu dem elliptischen Körper K (p, l^im) gehörenden 
^-Functionen auf 

a, = a(u] 11), (72 = a(u] 00), a, = 9(u] 10), a, = 9(u\ Ol) 
und bilden die Primfactoren 



m 



" U^c7, (n + S) a, (M - ä) ' yp, pC«) - |/;^, pC«) j ' 

" U^CJ, (M + Ä) C7, (m — ö) >/p, pi«) + iV, p(«) j • 

(Ueber die Bedeutung der hier vorkommenden Grössen sehe man § 13). 

Dann definiren wir einen geschlossenen Weg y im Körper K(p, }^pso\ 

der die Punkte es und eo einmal umschliesst, aber keine der Nullstellen n^ 

von »^ = Ä, und setzen für ihn eine positive Richtung fest. Wir be- 

+^ 
zeichnen dann die der beiden Functionen m« und ii^, die den Factor e * 

annimmt, wenn p den Weg y einmal in positivem Sinne durchläuft, mit A^, 

die andere, die dann den Factor e ^ annimmt, mit h'J,. Die beiden Functionen 
l^aj K werden jede an einer der beiden Stellen tiJ^, ti^', die in Ä^(p, q^ ip^^ = K^^ 
der Stelle n^ entsprechen, von der ersten Ordnung Null und ausserdem 

noch im Unendlichen von der Ordnung j, werden aber nirgends unendlich. 

Wir haben jetzt zwei Producte von je iV = 2(y— 2 P^actoren zu bilden, 
indem wir immer von je zwei Grössen Aa,Aa die eine in das eine und die 
andere in das andere Product als Factor aufnehmen. Wir bezeichnen diese 
Producte mit 

^1 («+«) ^1 («— ö) F und a, (w+ ü) a, (ti -ö) G. 

Dabei muss jedoch die Anzahl der Factoren h! in jedem der Producte mit 
a— 1 congruent nach dem Modul 2 sein. Setzen wir noch 

und ferner 

^,(« + ^)^l(«' + ^) + (-l)'^3(«l + i)a3(«l' + A) = r,(ll,ll', A) (t=^l,2) 
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nnd bilden die AasdrUcke 

i ]^F r. («, u',-X)-\- iGG' r. («, «', X) 



Ha. 



}fW r,(u,u',-X) + ^fGG' r, ( u,u\X) . 

V«..».((«-0) " ' 



IIb. 



t/FC r, (- », «', A) + y'FG r, (- «, u\ - X) 
>/yC' r, (- », «', A) + /Fg r, (- », u', - A) 

wobei die mit Accenten versehenen Grössen sich anf die untere Grenze 
der Integrale beziehen, so entsprechen den beiden ersten dieser Ausdrücke 
ungerade, den beiden letzten gerade Functionen (p. 

Für die zu den Perioden w, und (Oj gehörenden Functionen gelten 
analoge Darstellungen. 

Zum Schlüsse sei mir gestattet, Herrn Prof. Schotfky auch an dieser 
Stelle für die Anregung zu dieser Arbeit nnd für seinen Rath bei ihr meinen 
Dank auszusprechen. 



7* 
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Zur Theorie der algebraischen Functionen 

mit Bezugnahme auf die Theorie der linearen 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. W. Thom6 in Greifswald.) 



JlLronecker hat in der Abhandlang ^Ueber die Discrimiuante alge- 
braischer Functionen einer Variabein" im 91. Bande dieses Journals bei 
Untersuchungen über die ganzen algebraischen Functionen gezeigt, dass zu 
jeder irreductibelen ganzen algebraischen Function auch eine irreductibele 
ebenso verzweigte ganze algebraische Function existirt, deren Discriminante 
neben dem „wesentlichen Theiler*^ als „ausserwesentlichen Theiler* das 
Quadrat eines Polynoms enthält, dessen Linearfactoren unter einander 
und von denen des wesentlichen Theilers verschieden sind (1. c. S. 326). 
In der vorliegenden Abhandlung handelt es sich darum, eine solche 
Kroneckenche algebraische Function thatsächlich herzustellen und rational 
durch diese und die unabhängige Variable die ursprünglich vorgelegte 
algebraische Function auszudrücken. Auf diese Aufgabe stösst man 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit mehrwerthigen 
algebraischen Coefficienten (s. die Abhandlung des Verfassers Bd. 123 dieses 
Journals S. 75). Um auf eine einfache Weise zur Darstellung einer ge- 
nannten Kronecker&chen Function zu gelangen, kann man zum Ausgangs- 
punkte das in den Weierstrasischen Vorlesungen (s. den Bericht von Brill 
und Noether über die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen 
im 3. Bande der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker -Vereinigung 
S. 376) vorkommende Verfahren nehmen, rational aus der vorgelegten 
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algebraischen Fnnction nnd der nnabhangigen Variablen Ausdrucke zn 
bilden, die in den Entwicklangen bei einem Punkte eine Anzahl beliebig 
gewählter Anfangsglieder haben. Zu solchen in geeigneter Weise bestimmten 
Ausdrücken wird ein anderer ganzer rationaler Ausdruck der ursprünglichen 
algebraischen Function und der unabhängigen Variablen addirt, über dessen 
Constanten zu dem vorliegenden Zwecke zu verfügen ist. 

Vorausgesetzt werden die Reihenentwicklungen der gegebenen 
algebraischen Function an den Stellen, an denen die Discriminante ver- 
schwindet. Die Theorie der linearen Differentialgleichungen giebt hierfür ein 
directes Verfahren; s. die Abhandlungen des Verfassers in diesem Journal 
Bd. 104, No. 7; Bd. 108, 112, und den Rückblick auf den Inhalt dieser 
Abhandlungen Bd. 122, S. 21, 22. 

1. 

Die irreductibele ganze algebraische Function sei s, die unabhängige 
Variable x^ die Gleichung in Bezug auf z it-ten Grades. 

Bei dem Punkte x — a sei ein Vi-blättriger, ein Vj-blättriger etc. 
Windungspunkt vorhanden, Vi^v2...^ 1. Die Entwicklung von z bei einem 
r-blättrigen Windungspunkte hat die Form 

(1.) » = Jc«((a:-a)0- 

Es werde 

(2.) e"" =0) 

gesetzt Die y in dem v- blättrigen Windungspunkte zusammenhängenden 
Zweige haben die Entwicklungen 

(3.) «<^> =^2!c, (a>^-* (x - a^y ^' = '--"J- 

Nach dem in den Vorlesungen von Weierstrass vorkommenden Ver- 
fahren wird nun folgender Ausdruck gebildet. 

Die fi Zweige der Function z seien z^ bis «». Das Gleichungs- 
polynom von « mit ganzen rationalen Functionen von x als Coefficienten 
und dem Ooefficienten der höchsten Potenz gleich 1 sei y(», a?) oder 9>(ä), 
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also, wenn diese CoefScienten durch A bezeichnet werden, 

(4.) «"+A«"-^+-- + ^n = </>(«). 

Es werde 

(5.) 2-»'« 

gesetzt. Dann wird der Ausdruck aufgestellt 

worin die Grössen t/ in folgender Weise angesetzt werden. Bei x =^ a und 
einem v- blättrigen Windungspunkte (v^l) werden r Summanden aus (6.) 
herausgenommen, z. B. 

wo «I, ^2 bis s^ die i^ in diesem Punkte zusammenhängenden Zweige sind, 
deren Entwicklungen die Form (3.) haben. 

— 
C^O 00^-' (A=l,...,v), a> = c' 

sei bezüglich durch 

(9.) all, 0/2, . . ., co^ 

bezeichnet. Dann erhält Ui (A = 1, ...,y) in (7.) folgenden Ausdruck 

(10.) ux = k, (ü)^ (x-af) +k2{(Vj,(x-ay) +.- + ft^(a>i(a:-a)V , 

wo die k Constanten, k^ von Null verschieden. In dem Ausdruck (6.) 
werden bei o; = a und jedem v-blättrigen Windungspunkte (^^1) in (10.) 
die Zahl ^ und die Constanten k für sich gewählt. Nun ist der durch Ein- 
setzen von Ux (10.) hergestellte Ausdruck (7.) weiter zu behandeln. Dieser 
ist symmetrisch in Bezug auf a>i, 0)2, ..., a>^. Ebenso ist in dem Polynom 
von »(7.) vom Grade «—1 der Coefficient jeder Potenz von a symmetrisch 
in Bezug auf ü)^ bis ooy. In einem solchen Coefficienten ist der Nenner 

(11.) y'(«l)<P'(«2)...<p'(0 

symmetrisch in Bezug auf co^ bis co, und wird durch Ausmultipliciren der 
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i 
Potenzreihen eine Potenzreihe in Bezug auf (x—ay mit positiven ganz- 

m 

zahligen Exponenten, bei welcher der Coefficient g„ von (x—aY eine homo- 
gene lineare Verbindung mit constanten Coefficienten von ganzen rationalen 
symmetrisclien Ausdrücken der co^ (^ = 1, • • •) ^) ist, und in jedem dieser Aus- 
drücke alle Glieder von der m-ten Dimension und dem Coefficienten 1 sind. 

Der Zähler in dem Coefficienten von »^(jt^ = « — 1, ...,0) in (7.) ist 
daher ebenfalls symmetrisch in Bezug auf die a)i(i = 1, ..., i') und wird durch 
Ausmultipliciren und Zusammenfassen der Potenzreihen eine Potenzreihe in 

£ezi}g auf (x—ay mit ganzzahligen Exponenten, darunter negativen > — fi. 

m 

In dieser Potenzreihe ist der Coefficient h^ von (x—ay eine homogene 
lineare Verbindung mit constanten Coefficienten von ganzen rationalen Aus- 
drücken der (Ox^(oY^ (A = 1, ..., v), und in diesen Ausdrücken ist in jedem 
Gliede die Summe der positiven und negativen Exponenten gleich m und 
der Coefficient 1. Ein solcher Ausdruck wird mit 

(12.) (cüiCüa.-CüJ*'^ = 1 

multiplicirt und wird nun gleich einem ganzen rationalen symmetrischen 
Ausdruck der ü}i(l = 1, ...,i'), in welchem alle Glieder den Coefficienten 1 
und die Dimension m + v/lc haben. Die Gleichung v-ten Grades mit beliebig 
gelassenen Wurzeln vd^ bis (o^ sei 

(13.) z^' + p^z^-' + ^'+p, = 0. 

Eine ganze rationale symmetrische Function dieser (jd^ bis co^, in 
welcher jedes Glied den Coefficienten 1 und die Dimension N hat, giebt 
als ganze rationale Function der Grössen pi bis p^ dargestellt, einen Aus- 
druck, in welchem in jedem Gliede die Summe der Zeiger der p gleich N 
ist (Gewicht der symmetrischen Function). Ist nun N nicht ein ganzzahliges 
Vielfaches von y, so muss in jedem Gliede eine der Grössen pi bis py_i vor- 
kommen. Hier ist die Gleichung (13.) 

(14) »^-1 = 0. 

Es verschwinden die Coefficienten pi bis p^_i. Daher verschwinden 
in der Entwicklung von (11.) und in der Entwicklung des Zählers von (7.) 

m 

die Coefficienten derjenigen Potenzen (a?— a)*^, in denen m nicht ein ganz- 
zahliges Vielfaches von v ist. 
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Also ergiebt sich fUr das Polynom (7.) (ii— l)-ten Grades in j5, dass 
der CoefScient jeder Potenz von s nnter der Form eines Bmches erscheint, 
dessen Nenner (11.) eine nicht verschwindende Potenzreihe in Bezng auf 
x—a mit positiven ganzzahligen Exponenten ist, nnd dessen Zähler eine 
Potenzreihe in Bezug auf x^a mit ganzzahligen Exponenten ist, worunter 
negative in endlicher Anzahl sich befinden. Durch Summation erfolgt das- 
selbe für den Coefficienten jeder Potenz von « in dem Polynom (6.) (n— l)-ten 
Grades in ». 

Dieses Ergebniss, dessen algebraische Begründung im Vorhergehenden 
angegeben ist, erhält man unmittelbar durch functionentheoretische Be- 
trachtung vermittelst des Umganges von x um den Punkt a in den Aus- 
drücken (7.) und (IL). 

Der Ausdruck (6.) nimmt demnach die Form an 

wo die ganze Zahl 9^1 ist, F(x^ z) eine ganze rationale Function von s 
höchstens (it--l)-ten Grades, deren Coefficienten ganze rationale Functionen 
von x sind, die nicht alle den Theiler a;—a enthalten und von niedrigerem 
Grade als dem 9-ten sind, die ^Jß Potenzreihen in Bezug auf x—a mit posi- 
tiven ganzzahligen Exponenten. 
Der Summand 

(16.) ,^4 

^ ^ {cd — a)« 

aus (15.) liefert dann, wenn in dem Ausdrucke (6.) für j5 die Entwicklung 
eines der Zweige »1 bis a^ von der Form (3.) gesetzt wird, die Potenzen 

von (x—ay mit negativen Exponenten. Diese Entwicklung von (16.) be- 
ginnt demnach mit dem bezüglichen Ausdrucke u (10.)^ hierauf folgen 

i_ 
Potenzen von (x—ay mit positiven Exponenten. 

Die Stellen, an denen die Discriminante von z verschwindet, seien 

(17.) a^ (e = i.....«). 

Bei dem Punkte a^ sei der Theil (16.) aus dem bezüglichen Ausdruck 
(15.) durch 

(18.) f,(x,z) 
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bezeichnet. Nun wird der Aasdruck 

(19.) {A(a?,«)+/2(a:,«) + -+A(a:,»)} ((r-aOH^-Ö2y^-(^-«x> 

angesetzt, wo die s^ bis s^ ganze Zahlen grösser als Null sind. Die Ent- 
wicklung von (19.) bei dem Punkte a^ = a und dem i'-blättrigen Windungs- 
punkte, auf den sich die Ausdrücke (7.) und (10.) beziehen, hat für a = »2 
die Anfangsglieder mit den Potenzen 

(20.) \(Ox{x--ay) ^[^(o,{x-ay) , ..., V«>i(^-«)V , 

und diese gehen aus dem Ausdrucke 

(21.) n, (x-a,)" ... (a:~a,)V ... (ar-aj^ 

hervor. Damit in (20.) nur positive Exponenten vorkommen, muss, da die 
Constante k^ in (10.) von Null verschieden ist, —^i + vs^^O sein. 

Es wird nun hier fi =^ v und *i = «2 = ••• *x = 1 gesetzt. 

Dann beginnt die Entwicklung von (19.) bei dem Punkte a^ = a 
und denoi v-blättrigen Windungspunkte, auf den sich die Ausdrücke (7.) 
ond (10.) beziehen, für « = d;^ ^^^ 

c\k^ + k^_,,(o^{x-ay + ''^ + kX(^x(x-ay) }, (.a = 0, 
c = (a^~fl,)...(a,~ö,_,)(a,~fl,H)---(ö?-'öx> 



(22.) 



Bei dem Punkte a^ sei ein y^-blättriger, ein Vj-blättriger etc. Windungs- 
punkt, wo v^^ 1^2? ... ^ 1 ist. 

In dem Ausdrucke (10.) bei a^ "= a wird die Constante k^ von einem 
Windungspunkte zum anderen verschieden und bei einem mehrblättrigen Windungs- 
punkte die Constante k^^^ von Null verschieden angesetzt. 

Die n Zweige der rational aus z und x zusammengesetzten Function (19.) 
sind nun unter einander verschieden. Diese Function ist jetzt eine irreductibele 
wie z verzweigte ganze algebraische Function. Dieselbe sei durch y be- 
zeichnet, ihre n Zweige durch t/i bis y^. Die Discriminante von y ist 
abgesehen vom Vorzeichen, das Quadrat des Productes aller Differenzen ya—Vß- 
Aus (19.) geht bei den gemachten Bestimmungen hervor, dass die Dis- 
criminante von y bei dem Punkte a^ =^ a (17.), wo « ein- oder mehrblättrige 
Windungspunkte von z vorhanden sein sollen, — ein Vj-, ein Vj-? bis 
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i'^- blättriger Windungspunkt — als Theiler, der die Potenz von x^a mit 
dem höchsten Exponenten ist, den Theiler 



(23.) 






enthält; die Summanden Vi—l^v^—l etc. in (23.) sind also nur bei einem 
mehrblättrigen Windungspunkt von Null verschieden. Bei dem Punkte a^ 
sei a = a^. Die Discriminante von y zerfällt also in das Product zweier 
Factoren, von denen der eine Factor 

(24.) (x - a^y (x - a^y^ . . . (x - a,y- = J 

ist, der andere Factor nicht für x = ai, «2 bis a^ verschwindet. 

Bei jeder anderen irreductibelen wie a verzweigten ganzen alge- 
braischen Function muss, wie sich auf dieselbe Weise ergiebt, die Dis- 
criminante bei dem Punkte a^ = a wenigstens den Theiler (23.) enthalten, 
daher auch jedenfalls den Theiler (24.) J. Also ist die Function (24.) J 
gemeinschaftlicher Theiler der Discriminanten aller dieser algebraischen 
Functionen. Dieselbe ist zugleich der grösste gemeinschaftliche. Theiler, 
da die Discriminante von z nur an den Stellen a, bis a« verschwindet und 
die Discriminante von y das Product von J und einem zweiten Factor ist, 
der für Oi bis a, nicht verschwindet. 

Dieser grösste gemeinschaftliche Theiler J (24.) ist der „wesentliche 
Theiler" der Discriminanten der irreductibelen wie s verzweigten ganzen 
algebraischen Functionen. Der andere Theiler einer solchen Discriminante 
heisst „der ausserwesentliche Theiler** derselben nach der Terminologie 
von Kronecker, Bd. 91 dieses Journals. Die vorstehende Herleitung ist 
nach Weierstrass gegeben (s. Brill und Noether Bericht über die Entwicklung 
der Theorie der algebraischen Functionen im 3. Bande der Jahresberichte 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung S. 376). 

Für die Herstellung des Ausdruckes (16.) ist Folgendes zu bemerken. 
In dem Ausdruck (6.) ist der gemeinsame Nenner die Discriminante von «; 
in dieser möge der Factor x—a mit dem Exponenten k vorkommen. Dann 
folgt aus dem Vorhergehenden ((10.); ^ = y), dass der Exponent q in (15.) 
höchstens k+1 ist. Daher sind zur Herstellung von (16.) in den Reihen- 
entwicklungen der Zweige z bei a (3.) die Glieder bis zur Potenz (a:— «)* 
erforderlich. 
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den übrigen Coefficienten als ganzen rationalen Ausdrücken der Cj bis C, 
and rationalen Functionen von x. Ein solcher Coefficient muss, da die 
Function L für beliebige Werthe der C eine ganze algebraische Function 
ist, für jedes System von Werthen C eine ganze rationale Function von x 
sein. In diesen Coefficienten lassen sich daher die von x abhängenden 
Nenner wegheben, weil man sonst über die C so verfügen könnte, dass für 
endliche Werthe von x der Coefficient unendlich würde. Also sind in dem 
Gleichungspolynome F{L^x) (6.) die Coefficienten der Potenzen von L ganze 
rationale Functionen der Cj bis C„ und von x. 

B F 

Die Discriminante D von F{L^ (f) = ist, wenn -^f = F' gesetzt wird, 
(7.) D = F' (Lj, x) F' (I2, x)...r (L„ x). 

Wird dieselbe vermittelst der symmetrischen Functionen von L, bis L^ unter 
Hinzuziehung der Gleichung P(L^x) = gebildet, so ergiebt sich D als 
ganze rationale Function von x und den C, bis C„. 

Aus den bei (4.) angegebenen Eigenschaften von L folgt für die 
Discriminante Z>, da dieselbe abgesehen vom Vorzeichen das Quadrat aller 
Differenzen 1^—1^ ist, dass D bei dem Punkte a^ =^ a genau den Theiler 
iVl (23.) 

(8.) (a.-ay^-^-^''>-^-^-+''^-* 

enthält bei beliebigen Werthen der Ci bis C^. In D sei der Gesammt- 
coefficient eines Gliedes CiC^...C^ änrch paß,„r bezeichnet. Paß...y ver- 
schwindet für X =^ a\ wird der Linearfactor x—a aus Paß,..,. abgesondert, 
so verschwindet der übrige Factor wieder furo;— a etc. Paß..,r enthält den 
Theiler (8.). Also enthält paß,.,y den Theiler iVl (24.) J. LT stellt sich 
unter der Form dar 

(9.) D== JP, 

wo P ein ganzer rationaler Ausdruck von x und den Cj bis C„ ist, welcher 
bei beliebigen Werthen C, bis C, für einen der Punkte a^((> = 1, ...,;f) nicht 
verschwindet. NachiVl ht J der wesentliche, P der ausserwesentliche 
Theiler der Discriminante D. 

P enthält jr, aber keinen von den C unabhängigen Linearfactor. Denn 
sonst müsste an einer Stelle a? = 6, welche von a^ bis a^, verschieden ist, 
die Gleichung F(L, a?) = (6.) eine mehrfache Wurzel besitzen bei beliebigen 
Werthen der Ci bis C„. Nun kann man aber in (3.) die n Werthe von L 
bei 0? = 6 und den dort vorkommenden Werthen von »j bis «» beliebig 
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Wählen^ dann sind die Constanten C^ bis C« aus dem linearen System be- 
stimmt, da die Determinante desselben nicht verschwindet, weil die Werthe 
von isi bis is^ in x = b anter einander verschieden sind. 

3. 

Die n Zweige der irrednctibelen wie z verzweigten ganzen algebraischen 
Function L (x, », C^, ..., C,) N2 (3.) sind die Ausdrücke L^ bis L, N2 (5.). Das 
Product aller Differenzen L^—Lß^ «!>/5, sei durch 

(1.) (T(L„L„...,L,) 

bezeichnet Die Discriminante von L N2 (7.) erhält die Darstellung 

(2.) Z) = (- 1)""^' (T (L„ I,, .. ., LO. 

Der Ausdruck (T(Li, L2, ..., L,) ist eine ganze rationale Function der Ci bis C« 
und der Zweige von i^i bis z^ mit rationalen Functionen von x als Coeffi- 
cienten, derselbe ist alternirend in Bezug auf i^ bis is^. Der Gesammt- 
eoefficient von C?Cf ... C; in J sei durch qaß...r bezeichnet. Dann ist auch 
9afl...p ^in alternirender ganzer rationaler Ausdruck von ii bis j5, mit 
rationalen Functionen von x als Coefficienten. qlß,..y ist also symmetrisch 
in Bezug auf »i bis fs^ und wird demnach eine rationale Function von x. 

gaß...r wird in folgender Weise durch Grössen cT für bestimmte Werthe- 
systeme der Ci bis C, als lineare und homogene Verbindung der (T mit con- 
Btanten Coefficienten dargestellt. Der Ausdruck (T(Li, Lj, ...,L.) sei nach 
Potenzen von C^ angeordnet unter der Form 

(3.) (T = er A,+ cr+M, + ... + cr+--^ a,^,. 

Dann werden a von einander und von Null verschiedene Werthe Ci ange- 
nommen, in (3.) eingesetzt und es wird das Gleichungssystem nach Ao bis 
i4,_i aufgelöst. Nun wird jede Grösse Aq bis Aa^i in derselben Weise in 
Bezug auf C2 behandelt u. s. w., bis qafl,..y ausgedrückt ist. 

Die Zweite L^ bis L^ bleiben für endliche Werthe x endlich, ebenso 
3lso J. Daher bleibt auch qaß...y endlich und qlß,„r ist demnach eine ganze 
x^onale Function von x. 

Aus dem Ausdrucke der Discriminante Z>, N2 (9.), D = JP ergiebt sich 
^»^eiter Folgendes. 

Geht X in einen Werth a über, für den J verschwindet, so ver- 
liwindet D und daher d (2.), demnach auch qaß..y) die ganze rationale 
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Function qlß,,,y enthält den Linearfactor x—a. Tritt in dem Ausdrucke von 
qaß,.,y als einer linearen und homogenen Verbindung von Grössen J mit 

Constanten Coefficienten . an Stelle von öj so wird ^— -ii!- darge- 

yx—a yx — a 

stellt. J = (a:— ö) J'\ /) = (a: — ö) D'. Geht x wieder in einen Werth d 

über, für den J' verschwindet, so verschwindet D' und daher -7 und 

\x — a 

^^i^-..\ die ganze rationale Function ^^^^ enthält den Linearfactor x—d 
^|x — a' "^ «-0 

u. s. w. Hieraus ergiebt sich also, dass (faß...r den Theiler J hat. 

Es wird 

(4.) qa.ß.,v = l^^r«^,..., 

gesetzt, wo r^^ . „ eine ganze rationale Function von x ist. Tritt in dem 

Ausdrucke von qaß,„v als einer linearen und homogenen Verbindung 

von Grössen 8 mit constanten Coefficienten -^ an Stelle von 9. so wird 

r«^...^ dargestellt. Aus dieser Darstellung geht hervor, dass eine Ver- 
zweigungsstelle von Taß,,,r nur an einer Stelle auftreten könnte, wo die 
Discriminante von ^5 verschwindet. Es ist aber 

(5.) (-1)"^"^ = ''' 

wo P aus iV2 (9.) hervorgeht. Die ganze rationale Function P verschwindet 
nicht an den Stellen, wo die Discriminante von « verschwindet. Demnach 

muss -n um einen solchen Punkt herum einwerthig bleiben. Somit besteht 

für T^ß_^ nirgends eine Verzweigungstelle, und r«^...y ist eine ganze rationale 
Function von x. 

Es hat sich also nunmehr für die Discriminante D der Ausdruck 
ergeben 

(6.) z) = (-l)""^^c)^ 

wo Q eine ganze rationale Function der Ci bis C„ und von x ist, welche 
bei einem beliebigen Werthesystem der C^ bis C, für keinen der Punkte 
verschwindet, für den die Discriminante von ^ verschwindet, und welche 
keinen von den C^ bis C„ unabhängigen Linearfactor von x enthält 

Um Q herzustellen, wird in folgender Weise verfahren. Nachdem 
D aus iV2 (7.) hergestellt ist, wird der höchste dort vorkommende Grad 
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Wenn bei dem Verfahren zur Aufsuchung des grössten gemeinsamen 
Theilers von Q und Q' der vorletzte Rest das x enthielte (oder der erste 
Rest verschwände), so würden Q und Q' einen gemeinsamen Theiler in x 
haben, der sich als ganze rationale Function von x mit rationalen Aus- 
drücken der C als Coefficienten darstellt. Dann würden unter Anwendung 
des vorhin genannten HUlfssatzes Q und Q' als Producte von je zwei Factoren 
hervorgehen, die ganze rationale Functionen von x und den C, bis C» sind, 
von denen ein Factor Q und Q' gemeinsam ist und x thatsächlich enthält. 
Nun müsste auch eine derartige Darstellung bestehen, worin ein gemeinsamer 
Factor, der x enthält, unzerlegbar wäre, derselbe sei durch U bezeichnet 
und in dieser Darstellung Q = UV. U enthält neben x Grössen C thatsächlich, 
da ein von den C freier Linearfactor von Q nicht besteht (iV2). 

Es ergiebt sich 
(1.) () = UV, G'= U'V+UV\ 

wo '^' = T-? ^' "^ 5~' ^^^ hieraus würde folgen, dass U'V den Theiler l/, 
demnach auch V denselben Theiler enthielte. Also wird 
(2.) Q^WW, 

wo U und W ganze rationale Functionen von x und den Cj bis C^. 
Gemäss NS ist 

^ "^ yj ' 

In einem Punkte x = b, in dem die Discriminante von ^5 nicht verschwindet, 
seien die n von einander verschiedenen Werthe ^5 ^i bis tn- Es wird, wenn 
9)(a) = (3— ^,)(a— ^2) •• («— Q ist, der Ausdruck aufgestellt 

^^•^ •^^*) i (^-^w (c.) + (»- JV (ü + - + i^^Svcd- 

Alsdann seien die Grössen Cj bis C„ aus dem Ausdrucke in N2 (1.) 

(5.) C,a»-^ + C3«^-H- + C, 

durch die Coefficienten der entsprechenden Potenzen von a in dem Aus- 
drucke (4.) ersetzt Die n Zweige der Function L(a?, «, Ci, ..-, CJ iV2 (3.) 
sind die Grössen L {x, a^, Ci, . .., C,) = L^ ((> = 1, .. ., n) N2 (5.). Bei dem 
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Punkte x = b ist die Differenz L^—Lß gleich (A-Oi) (6 — Ö2) ••• (6— O 
moltiplicirt mit der Entwicklung 

WO S^aß (^ = 0, ..., fi) eine Potenzreihe nach Potenzen von x—b mit pogitiyen 
ganzzahligen Exponenten, welche die G nicht enthält. Die Grössen G seien 
80 gewählt, dass die Ausdrücke 

unter einander verschieden sind. Dann werden G^ bis G^ in der Nähe dieser 
Werthe variabel genommen, x wird in der Nähe von b fixirt so dass der 
Werth von (6.) in der Nähe von (7.) liegt Jetzt ist gemäss (3.) Q abge- 
sehen von einem constanten Factor gleich dem Product der ^ I^ Aus- 
drucke (6.) für a, /9 = 1, . . ., 11, (a >> /3), welche von den Variablen G als lineare 
Functionen derselben abhängen, und welche unter einander verschieden sind. 

In dem Ausdrucke (2.) f^r Q =^ IPW werden die C durch die be- 
züglichen Ausdrücke aus (4.) ersetzt. Dann muss U neben x Grössen G 
thatsächlich enthalten, weil man durch 

(8.) Gr^C,t"'+C,^r'' + -+C^ 

ans (4) wieder auf (5.) zurückgeht und U Grössen C enthält. Wird nun U 
nach Potenzen von a:— 6 entwickelt, so ergiebt sich aus ü, dadurch dass o: 
in der Nähe von b fixirt wird, eine ganze rationale Function von Variablen G. 
Da aber Q abgesehen von einem constanten Factor bereits durch das Pro- 

duct der — ^-^ — - Factoren (6.), welche die G linear enthalten und unter 

einander verschieden sind, dargestellt ist, so kann V quadratisch in Q nicht 
vorkommen. 

Es hat sich also ergeben, dass man über die C so verfügen kann, 

da88 Q und ^ keinen Theiler gemeinsam haben, dass demnach die Dis- 

criminante von Q nicht verschwindet. Die Gleichung ^ = hat dann ein- 
fache Wurzeln. C^ kann hierbei von Null verschieden angesetzt werden, 
was wegen des Folgenden bestimmt wird; für die C werden rationale Zahlen 
genommen. 

Journal för Mathematik Bd. CXXVI. Heft h 9 
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5. 

Nachdem in der algebraischen Function L (o?, 3, Ci, . . ., CJ iV2 (3.) 
die C gemäss den Angaben von iV4 gewählt sind, so dass C, von Null 
verschieden ist und die ganze rationale Function Q von x NS (6.) unter 
einander verschiedene Linearfactoren enthält, wird jetzt das Verhalten der 
Function L bei a: = c» behandelt. 

In der Gleichung für ss (p{z^x) — iVl (4.) mit ganzen rationalen 
Functionen von x als Coefficienten und dem Ooefficienten der höchsten 

Potenz gleich 1 wird ^ = -j gesetzt. Nun sei / die niedrigste positive ganze 

Zahl, so dass, wenn die Gleichung mit /^ multiplicirt und fi ss = u gesetzt wird, 
die Ooefficienten ganze rationale Functionen von t werden. Diese Gleichung 
in u möge für / = Wurzeln haben, die unter einander und von Null ver- 
schieden sind, Ui bis l/„. Dann haben die n Zweige von 3 bei 4? = c» Ent- 
wicklungen nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten, 
welche bezüglich mit üix\ üiX^ bis U^x^ beginnen. 

In diesem Falle haben die n Zweige von L bei a: = c» Entwick- 
lungen nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten, 
welche bezüglich mit 

(1.) c, (u.xy-'x^ c, (jj.xy-'x^,..., c, {u^xy-'x' 

beginnen. Die Anfangscoefficieuten 0^ t/J"^ bis C^ Ul"^ sind unter einander 
und von Null verschieden, wenn dieses mit J7J"^ bis 111"^ der Fall ist. 

Hat die Function z bei o: = oc nicht diese Eigenschaft, so kann man 
durch eine lineare Substitution für x 

(2.) • ^-71+5 

auf den vorigen Fall zurückkommen. Dem Punkte ^ = 00 soll ein solcher 
Punkt x entsprechen, so dass, wenn z dort die Werthe ^1 bis ^^ bat, die 
Grössen ^p\ ^"^ bis SH"^ unter einander und jon Null verschieden sind. 
Die von ^ abhängende Function ^5 wird in dem Punkte, der a: = 00 ent- 
spricht, S = — , unendlich. Die Function 

(3.) *(^ + 7)' = « 
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bleibt für endliche § endlich und die Entwicklungen der Zweige von v bei 
^ = 00 nach absteigenden Potenzen von § beginnen bezüglich mit 

^ir,?,^ bis £.§'. 

Man kann daher S statt x einführen und statt 9 die irreductibele ganze alge- 
braische Function v verwenden und mit dieser den L bei s entsprechenden 
Ausdruck bilden, und kommt damit auf das Vorige zurück. 

Um einen Punkt x von der angegebenen Eigenschaft zu erhalten, 
wird die Gleichung 

(4.) (^-«ro (*-«ro - (s^zr^) = o 

unter Hinzuziehung der Gleichung von z gebildet Die Discriminante der- 
selben ist nicht identisch gleich Null. Es wird ein Punkt x genommen, in 
dem diese Discriminante und das absolute Glied in (4.) nicht verschwindet. 
Für ein beliebiges x kann nicht aj"^ = aj"^ sein. Bei 1» = 2 erhellt dieses 
unmittelbar. Bei i»>>2 würde hieraus 

2nie 
(5.) «2 = e""^ «1 

2niQ 

folgen, wo p eine der Zahlen 1, 2 bis« — 2. e""^ sei durch t bezeichnet. 
Aus (5.) ergiebt sich weiter «3 = T32 = t^äi etc. bis », = t'äj, t* = 1, wo « 

der Nenner in dem Bruche ist, der — ^ in der kleinsten Benennung aus- 
drückt, also «> 1 und Theiler von «— 1 ist Die Zweige äi, tz^ t^äi bis t'"^äi 
sind unter einander verschieden. Nun wird Zi in einen von den vorigen 
e Zweigen verschiedenen Zweig Za übergeführt Dann sind auch die Zweige 
*a, T3, bis T^'^Za vorhaudcn, die unter einander und von den vorigen ver- 
schieden sind. Ist 2€<C«9 so wird Zi in einen von den vorigen 2« Zweigen 
verschiedenen Zweig Zß übergeführt u. s. w. Es müssten sich also schliesslich 
!• = a« Zweige ergeben, wo €>1 und Theiler von 1» — 1 ist; es können 
aber nicht n und 1»— 1 einen Theiler >1 haben. 

6- 
Es soll nun die algebraische Function z aus Nl rational durch ^ 
und die gleichverzweigte algebraische Function L(x, a, C^, ...^C^) N2 (3.)i 
worin die C, wie im Anfang von iVö angegeben ist, bestimmt sind, aus- 
gedrückt werden. 

9* 



(2.) 
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Nach N2 (6.) ist das Gleichnngspolynom 
(L) (L-L,) (L-L,) ... {L-^L:) = F(L, x) 

hergestellt. Es wird j- = F' (L, or) gesetzt. Für ^5 erhält man den Ausdruck 

"^ D ' 

WO D die Discriminante iV2 (7.) ist, die Grössen h symmetrische ganze 
rationale Functionen der n Zweige von z^ Zi bis z^ mit rationalen Functionen 
von X als Coefficienten sind, daher rationale Functionen von x. Diese 
Grössen h haben zugleich die Ausdrücke von ganzen rationalen Functionen 
der Zi bis z^^ der L^ bis L^ und von x. Dieselben bleiben also für endliche 
Werthe von x endlich und sind demnach ganze rationale Functionen von x. 
Um eine solche Grösse h zu bestimmen, werden in den Ausdruck derselben 
als einer ganzen rationalen Function von Zi bis j5„, L^ bis L^ und x die 
Entwicklungen der Zi bis «„ L^ bis L« bei a: = oo nach absteigenden Potenzen 
von X eingesetzt und aus dieser Entwicklung die Potenzen von x mit ganz- 
zahligen Exponenten gleich oder grösser als Null entnommen. 

Falls die algebraische Function z bei o: = oo die in der vorigen 
Nummer angegebene Beschaffenheit hat, so erhält man nach den dortigen 
Angaben die Entwicklungen der Zweige von z und derjenigen von L N2 (3.) 
bei or = oo nach absteigenden Potenzen von x mit ganzzahligen Exponenten. 
Das Entsprechende findet statt, wenn die in Nb (3.) genannte Function v 
statt z verwandt wird. 

7. 

Anwendung des Vorhergehenden in der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen mit mehrwerthigen algebraischen Ooefficienten. 

Vermittelst der vorgelegten irreductibelen ganzen algebraischen 
Function z war die irreductibele ebenso verzweigte ganze algebraische 
Function L (or, a, Ci, ..., C„) iV2 (3.), iV4 (Schluss) hergestellt. Es wird eine 
Stelle X = a genommen, an welcher ein mehrblättriger Windungspunkt von 
L vorkommt An dieser Stelle a: = a hat L bei jedem Ä-blättrigen Windungs- 
punkte, wo Ä^l ist, eine Entwicklung der Form 



(1.) yu+in((^-«)'T; 
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Punkte durch Einführung der linearen Substitution, welche f durch x aus- 
drückt, nach demselben Verfahren, welches bei Anwendung einer linearen 
Substitution eintritt, wenn der Uebergang eines Integrales von einem Punkte zu 
einem anderen auszudrücken ist (Abh. Bd.96iV20IB, Bd. 115 iV3III, iV7III). 
Die Werthe der von x abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen nach 
X mit vorgeschriebener Annäherung in einem Punkte x ergeben sich ver- 
mittelst der Werthe der von ^ abhängenden Integrale und ihrer Ableitungen 
nach § in dem x entsprechenden Punkte f. — 



Die in dieser Abhandlung untersuchte Aufgabe aus der Theorie der 
algebraischen Functionen ist in anderer Weise behandelt in dem Buche von 
Mensel und Landsberg (1902): Theorie der algebraischen Functionen einer 
unabhängigen Variabein S. 402 — 409. 
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Bemerkung zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, 

(Von Herrn L. W. Thom6 in Greifswald.) 



jjer Grundsatz der Theorie der homogenen linearen Differential- 
gleichungen ist dieser: 

Wenn die Coefficienten einer homogenen linearen Differentialgleichung 
«-ter Ordnung mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich Eins in 
einem Kreise einwerthige und stetige analytische Functionen sind, so genügt 
der linearen Differentialgleichung eine und nur eine innerhalb des gamen 
Kreises einwerthige und stetige analytische Function, die mit ihren m — 1 
ersten Ableitungen im Mittelpunkte des Kreises vorgeschriebene Werthe 
annimmt. 

Diesen Satz hat Weierslrass in seinen Vorlesungen gegeben und 
Fuchs hat im Anschluss hieran diesen Satz mit einem von ihm gelieferten 
Beweise allgemein bekannt gemacht (Osterprogramm von 1865 der städti- 
schen Gewerbeschule zu Berlin und Band 66 dieses Journals) als Grund- 
lage fUr seine weiteren Untersuchungen über lineare Differentialgleichungen 
(vergleiche hierbei das von dem Verfasser im Anfange seiner ersten Ab- 
handlung „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen" Band 74 dieses 
Journals S. 193 Gesagte). Daher wird man diesen Grundsatz den Weier- 
strass-Fuchsschen Satz nennen können. 

Fuchs hat in seinen allgemeinen Untersuchungen über die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen (Band 66 und 68 dieses Journals) in 
Bezug auf die homogene lineare Differentialgleichung mit dem Coefficienten 
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der höchsten Ableitung gleich Eins, deren Coefficienten in der Nähe eines 
Panktes einwerthige und abgesehen von diesem Punkte stetige analytische 
Functionen sind, den allgemeinen Ausdruck der linear unabhängigen Inte- 
grale gegeben, der das Verhalten der Integrale beim Umgange um diesen 
Punkt (singulären Punkt) charakterisirt. Dann hat derselbe besonders die 
Form derjenigen unter diesen Differentialgleichungen ermittelt, deren Inte- 
grale in den Potenzreihen, die in der Entwicklung auftreten, Potenzen mit 
negativen Exponenten nur in endlicher Anzahl enthalten (reguläre Inte- 
grale). Von dieser DiflFerentialgleichung ergeben sich die Integrale nach 
einem allgemeinen von Fuchs aufgestellten und bewiesenen Convergenz- 
satze. Ferner geht aus der Form dieser Differentialgleichung der von 
Fuchs gegebene Ausdruck der homogenen linearen Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten und nur regulären Integralen hervor. Die 
Untersuchungen, die der Verfasser in diesem Journal Band 74 bis 126 
über lineare Differentialgleichungen angestellt hat, beziehen sich besonders 
auf die Aufgabe, die Integrale bei einem singulären Punkte der Di/j^erential" 
gleichung darzustellen y wenn dort nicht mehr alle Integrale regulär sind. Zu 
dem Zwecke hat derselbe die Zerlegung des homogenen linearen Di/ferential'- 
ausdruckes und der Differentialgleichung behandelt. Diese Zerlegung ist in 
der Abhandlung des Verfassers Band 75 (iV2, Nb) dieses Journals begonnen 
(vergl. Abhandlung Bd. 78 N 1), und ist auf algebraischem Wege in einem 
Gebiete von linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
und weiter auch mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten durchgeführt 
worden. Die zu diesem Gebiete gehörenden linearen Differentialgleichungen 
sind solche, dass zur Aufstellung der Integrale bei den singulären Punkten 
specielle Convergenzbetrachtungen nicht erforderlich sind. Die Integration 
dieser Differentialgleichungen ist unter Hinzunahme bestimmter Integrale 
vollzogen (s. die Einleitung zu der Uebersicht in Band 96 und den Rück- 
blick in den Abhandlungen Band 122, Band 123 dieses Journals). Die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen hat bei diesen Untersuchungen 
eine Anwendung gefunden auf die algebraischen Functionen (s. den Rück- 
blick in der Abhandlung Band 122 S. 21 dieses Journals) und in der 
Variationsrechnung (Band 125 dieses Journals). 
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das System (ti^«) durch das sogenannte Einheitssystem: 

so folgt aus ihr C = ö(£); jene Gleichung kann also auch in der Form 

(3.) Ö(«,0 = <?(E)-I«.»l 

geschrieben werden. 

Legt man an Stelle des quadratischen Systemes (1.) der Unter- 
suchung eine rechteckige Matrix: 



(4.) (O 



_ I «21, «22, ....tt2n 



von m Horizontalreihen Äj, ^2, •••»^m tind n Verticalreihen Ki, F2, ..., ^^i« ^^u 
Grunde, und untersucht diejenigen Functionen ^(«^0 der fnii Variablen Ug^, 
welche wieder die beiden folgenden Eigenschaften haben: 

I. Sie sind linear und homogen in Bezug auf die Elemente 
von Hl 

IL Sie ändern nur ihr Zeichen bei allen («• — !) Ver- 
tauschungen (Ä„ Hi) für • = 2, 3, ..., m, • 
so gilt für diese ein allgemeinerer Satz, welcher im Folgenden bewiesen 
und dann zur Begründung einiger Fundamentaltheoreme der Determinanten- 
theorie benutzt werden soll. 

Ist nämlich zunächst ft^m, und sind 

die iLi = n^ Unterdeterminanten iw-ter Ordnung, welche aus der Matrix (11^^) 
durch Weglassung von je 1»— fw Verticalreihen gebildet werden Jcönnen, so 
besitzt jede homogene lineare Function derselben mit constanten Coefficienten 

die beiden Eigenschaften I und II, weil dasselbe offenbar von jeder einzelnen 
unter jenen Determinanten D^ gilt. 

Man kann aber auch leicht die Umkehrung dieses Satzes beweisen. 
Es seien nämlich: 

£r,, £2, ..., E^ 

die den Systemen von Di^D2^...^D^ entsprechenden Einheitssysteme von 
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mi» Elementen, welche also in jeder Horizontalreihe eine Eins und sonst 
lauter Nullen enthalten, und es bedeute allgemein 0(Ei) den constanten 
Werth, den die zu untersuchende Function 0(ugi^ annimmt, wenn man das 
System Ugi, durch das betreffende Einheitssystem Ei ersetzt. Dann gilt der Satz: 

Jede Function 6(u^h) d^r ^^ Variablen 11^^, welche die beiden 
Eigenschaften I und II besitzt, ist in der Form darstellbar: 

(5.) Ö(ii,0 = 0(E,) D, + d(iE,)D,+ '-+d(E^) D^. 

Bilden wir nämlich die Differenz: 

80 besitzt diese neue Function ^(»(ti^A) offenbar ebenfalls die beiden Eigen- 
schaften (I) und (II); ausserdem aber verschwindet sie identisch, sobald 
man von den Verticalreihen F,,..., F, irgend welche n—m durch Nullen ersetzt 

In der That, lässt man z. B. nur diejenigen Verticalreihen un- 
geändert, welche zu einer bestimmten ünterdeterminante Dj^ gehören, während 
alle anderen Elemente gleich Null gesetzt werden und bezeichnet nun die 
tk^ Elemente dieses quadratischen Partialsystemes durch ü^j^ so geht 0(u^j^ 
in eine Function 0(ügj) jener m^ Elemente allein über, welche in Bezug 
auf sie offenbar ebenfalls die beiden Eigenschaften I und II hat, und daher 
nach (3.) gleich 6(E^D,, ist. Beachtet man endlich, dass alle anderen 
Partialdeterminanten Z), bei dieser Substitution verschwinden, während 0(ß^ D* 
Qngeändert bleibt, so folgt in der That, dass ^oC^yO^^ ^^M ^^^ damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Endlich zeigt man aber leicht, dass eine Function ^oCtf^O) welche 
diese drei Eigenschaften hat, identisch Null sein muss. 

Nach der ersten und zweiten jener drei Eigenschaften ist nämlich 
^u homogen und linear in den Elementen einer jeden Zeile H^^ also besteht 
diese Function aus lauter Producten: 

Ist aber dieses Produkt eines der Glieder von ^0(11^0 und setzt man alle 
Elemente Ugj, ausser denen von K^^, Fa., ...jKä^ gleich Null, so verschwinden 
wegen der dritten Eigenschaft von Ö,, alle Glieder dieser Function, während 
sich das obige Produkt bei jener Substitution nicht ändert. Also muss 
Cjk^*^.„,A^. gleich Null sein; da aber dasselbe fUr jedes Element von ^ü(v) 

10* 
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gilt, so ist in der That Oo(Ugk) ^ 0. Damit ist also bewiesen, dass für jede 
Function (ug^) welche die beiden Eigenschaften I und II hat, die Identität 
besteht 

Ist speciell m>i», so kann man aus der Matrix (ii^ä) keine ünter- 
determinante m-ter Ordnung bilden, d. h. es ist dann fi = 0^ und die soeben 
durchgeführten Betrachtungen lehren dann, dass eine Function der mn Ele- 
mente (fipjk), welche die beiden Eigenschaften (I.) und (IL) hat, identisch 
verschwindet. 

Derselbe Satz gilt natürlich auch fiir die Function ö(ii^ä)? welche 
in Bezug auf die Elemente der ersten Verlicalreihe F, linear und homogen 
ist und bei den (» — 1) Vertauschungen (Fi, F,) für # = 2, ...,i» nur ihr 
Zeichen ändert; nur treten dann an die Stelle der «,„ Unterdeterminanten 
m-ter Ordnung von (ti^^) die m« Uuterdeterminanten n-ter Ordnung welche 
man aus diesem System durch Weglassung von je (m—n) Horizontalreihen 
erhält. 

Da, falls m^n ist, immer eine der beiden Zahlen n^ und m, gleich 
Null ist, so ergiebt sich endlich: 

Eine Function 0(Ug^) der mn Elemente (Ug^\ welche in Bezug auf 
ihre Zeilen und ihre Colonnen die beiden Eigenschaften I und II 
besitzt, ist stets gleich Null, es sei denn, dass m = n ist; ist das 
Letztere der Fall, so ist die einzige Function dieser Art^ die mit 
einer Constanten multiplicirte Determinante |tf^,,|. 

§ 2. 
Wir benutzen diesen Satz zuerst zum Beweise der Multiplikations- 
theoremes für Matrizen in seiner allgemeinsten Form. Componiren wir 
zwei rechteckige Matrizen: 

M 

U = 1,2 nj 

und 

/* = i,2 «\ 

V,/=l,2,...,m; 

in der gewöhnlichen Weise, d. h. so, dass wir die Elemente der m Zeilen 
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J7i, JETs, ...,^» ^on (Ufi) mit den entsprechenden Elementen der m Colonnen 
V[y FJ, ..., Kl von (t>fc) multipliciren, so erhalten wir ein System: 

K) = (fl;.F;) = (ii^)(0, 

dessen Elemente darch die Gleichungen: 

Wh = 2; «.*«« = Hi VI 



t=i 



bestimmt sind. Betrachten wir nun irgend eine Unterdeterminante r-ter 
Ordnung des componirten Systemes 



w^:! = 



^i^hJ^iii,^*"t^htr 



^hh^^ijlt^ '"^^Hlr 



Wirl,}Wirl,^>'"iWirlr 






80 folgt aus der zweiten symbolischen Darstellung zunächst, dass ihr Ele- 
mentensystem in derselben Weise aus den beiden Partialsystemen: 






^.0 =1 



**<,!? •f»|2j •••1 ***,< 



^VH ^ir^l •••? W»V*' 



) 



und 





« 


1/p • 


..,«'„/ 


(e = l,2:...,r) 










ü 


1«/,? • 


•,»»v 



componirt ist. Zweitens ergiebt sich aus derselben Darstellung, dass diese 
Determinante homogen und linear in Bezug auf die Elemente der ersten 
Zeile Hi^ von (Ui t) ist, und bei jeder der (r— 1) Vertauschungen (jH^,, H^ ) 
für p = 2, ...,r nur das Zeichen ändert. Sind also: 

alle fj^ = Hr Partialdeterminanten r-ter Ordnung von («..ib); and sind femer 

^IJ ^2j •••) ^/« 
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die diesen Partialdeterminanten entsprechenden Einheitssysteme, so ergiebt 
sich nach dem soeben bewiesenen Fnndamentalsatze für W}p die Gleichnng*: 

Ersetzt man aber in der Compositionsgleichnng: 

die erste Componente (ti^ i) durch eins der jn Einheitssysteme, etwa durch das 
zu Da gehörige System E„ so ergiebt sich ohne Weiteres die Gleichung: 

wenn Aa die Partialdeterminante r-ter Ordnung ist, welche aus denjenigen 
Horizontalreihen von (c^; ) besteht, die den Verticalreihen von («, j) ent- 
sprechen. 

Also ergiebt sich für jede Determinante (Wjp) die folgende einfache 
Gleichung: 

und diese Gleichungen gelten für alle Unterdeterminanten beliebiger Ordnung 
des componirten Systemes. 

§3. 

Aus dem im § 1 bewiesenen Satze leiten wir ferner als einfache 
Folgerung den sogen. La;?/ac6schen Determinantensatz ab. Wir theilen die 
im ersten Abschnitt betrachtete Matrix 

(1.) (fi,,) = (Ä.,Ä„..,ffJ arl;t;;-) 

in zwei Theilmatrizen 

und 

(2^) («,(•)*) = («,,,„..., Äj = 



/ ^dr+2 1' ^'Jr+2 2J ' ' *' ^J/r+2 « I 



•> 
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von r bezw. (m — r) Horizontalreihen. Wir machen diese Einteilung ganz 
beliebig, setzen aber von vornherein fest, dass in beiden Matrizen die 
Horizontalreihen in natürlicher Anordnung, d. h. so hingeschrieben sein 
sollen, dass 

und 

ist. 

Wir untersuchen wiederum alle Functionen (n^*), welche in Bezug 
auf die ganze Matrix (Ug„) die Eigenschaften (I.) und (IL) besitzen. Da jeder 
dieser Functionen dieselben Eigenschaften sowohl in Bezug auf die Elemente 
der ersten, als auch in Bezug auf die Elemente der zweiten Teilmatrix 
zukommen, so ist sie eine lineare homogene Function der Determinanten 
r-ter Ordnung 

der ersten Theilmatrix («i^(»)a) in (2\) und eine ebensolche Function der 
Determinanten (m— r)-ter Ordnung 

der Matrix («i^c»)*) in (2^). 

Es besteht also für jede dieser Functionen eine Gleichung 

(3.) o(ti,,)=- i:i:c,,D,j,, 

WO nur noch die Zahlcoefficienten C^ zu bestimmen sind. Um den Coeffi- 
eienten C^j flir ein bestimmtes Indexsystem (i, &) zu finden, ersetzen wir in 
(3.) das Variablensystem (u^^) durch das speciellere («^0» ^^ welchem alle 
Verticalreihen durch Nullen ersetzt sind, mit Ausnahme von denjenigen, 
welche entweder zu D, oder zu Jk gehören, während in diesen alle 
Variablen ungeändert bleiben. Diese neue Matrix besteht dann ebenfalls 
aus m Horizontalreihen, und sie hat entweder m oder weniger als m Verti- 
calreihen, je nachdem die zu Di und Jj, gehörigen Systeme lauter ver- 
schiedene Verticalreihen, oder mindestens eine Verticalreihe gemeinsam 
haben. In beiden Fällen besitzt aber die so sich ergebende Function 
0(ug^) in Bezug auf diese Matrix ebenfalls die Eigenschaften I und IL 

Haben nun D< und Jj, mindestens eine Colonne gemeinsam, so ver- 
schwindet nach dem am Schlüsse von § 1 bewiesenen Korollare (ü^i,) 
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identisch; also ist auch C^ = 0. In der Gleichung (3.) ist daher nur über 
diejenigen Producte DiJ^ zu summiren, welche keine Verticalreihe gemein- 
sam habe. 

Haben jetzt die zu Z>< und Jj, gehörigen Systeme keine Kolonne ge- 
meinsam, so ist das specielle System (f^^^) quadratisch, und nach dem auf 
Seite 73 angegebenen Theoreme (2.) wird 0(ügj^) = C\üj,f,\. Der Einfachheit 
wegen wählen wir fttr das System m-ter Ordnung (ti^j^) das erste, so dass 

ist, und dividiren mit der Constanten C durch. Dann ergiebt sich die 
folgende allgemeine Darstellung einer Determinante m-ter Ordnung 

wo jetzt 

und 

z/i, z/2, ..., ^^ 

die fi ^ mr Unterdeterminanten der r-ten und der (m -r)-ten Ordnung sind, 
welche man aus den beiden Theilmatrizen 

) 



(4.) 



) 

^9m^^ ^i'm^' •••J«i^^m ^ 



^9m^ 

bilden kann. 

Gehören zu der Partialdeterminante A die Verticalreihen (F^^, ..., F*^), 
so gehören zu der complementären Determinante die (m--r) übrigen 
(Fä^^j ... FäJ, so dass die Zahlen (Ai, ..., A/, A^+i, ..., A^) eine Permutation 
von (1, 2, ..., fii) bilden, in welcher die r ersten und die (m—r) letzten fttr 
sich wieder ihrer Grösse nach aufeinander folgen. Wir bezeichnen nun 
allgemein die zu Di, Di^ •••9 ^^i complementären Determinanten bzw. durch 
^,i)^^^i) *"j^v Dann sind je zwei solche complementäre Determinanten, 
welche den Zeilen (Ä^,, ..., /f^,^) und (/f^^^^, ..., /f^J und den Colonnen 
(F*,, ..., Fa^ und (Fa^^j, ... FaJ entsprechen, folgendermassen zu schreiben: 
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(5.) 



ö* = 



«'sr.Ai) •••) Wj^.V 



I , ^v = 



^iffhil •••? ^9rh, ! 



^i^r+lV+l» •••'^17r+l*m 



^'t'mV+l' •• •' ^i'm*!/ 



. (Ä + A'=;i + 1) 



Daon geht unsere Gleichung (3\) über in: 

Ersetzt man endlich die zu einem bestimmten Producte £)« ^y gehörigen 
Systeme in (5.) durch die zugehörigen Einheitssysteme und bezeichnet man 
das so sich ergebende ganze System m-ter Ordnung (u,,) durch JE^v, so er- 
giebt sich C,,,,, = IßAvh wnd man erhält die Gleichung: 



\ur.\ = 2:\E,H.\D,J,. 



(* + A'=iU + l). 



Das System E^^y ist also dasjenige Einheitssystem, welches aus (ur,) durch 
die Substitutionen 



(6.) 



«'..A. = «*..*, = --- = «'..*^= 1 



hervorgeht, wenn alle übrigen Elemente gleich Null gesetzt werden. 

Beachtet man, dass dieses System E^a/, wie eine leichte Ueberlegung 
lehrt, durch 

(^i-l)+(iy2-2)+..- + (iy,^r) 
Zeilenvertauschungen und durch 

(A.-l) + (A2-2) + ...+(A,^r) 

Colonnenvertauschungen in das Einheitssystem E übergeht, so ergiebt sich 
fUr die gesuchten Coefficienten \Ej,f,,\ die einfache Gleichung 

wenn 

G = g, + '" + gr 
und 

^=A, + - + A, 

gesetzt wird. Wir erhalten somit die folgende Darstellung der LaplaceBchen 
Determinantenrelation 
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Ich beweise endlich noch, dass jede Function 0(u^h)i welche die 
beiden Eigenschaften I und II a. S. 74 hat, eine irreductible Function ihrer 
mn Elemente u^j, ist. Zerfiele nämlich (u^i) in zwei Factoren 0^ (u^^ und 
Oi(Ugi) und enthielte der erste ^i auch nur ein Element einer Zeile fl^, so 
muss er alle Elemente dieser Zeile enthalten, während 62 dann von diesen 
Elementen von Hi unabhängig ist; anderenfalls wäre nämlich ^ 6^0^ nicht 
homogen und linear in den Elementen von H,, 

Ist ferner das System {u^i) speciell quadratisch, also ö(w^;^) = CIii^aI, 
so gilt das soeben für die Zeilen H^ Bewiesene auch für die Colonnen V^. 
Enthielte also jetzt der erste Factor ^j (11^^) der Determinante auch nur 
ein Element u^^ so enthielte er alle Elemente («a,...,»*«) von H^ und 
somit aus dem soeben angegebenen Grunde auch alle Elemente von 
(Fl, F2, ..., FJ; also wäre gegen unsere Annahme B^iy^^i) von allen in Elementen 
unabhängig. Die Determinante ist demnach eine irreductible Function ihrer 
n^ Elemente. 

Zerfiele endlich die allgemeinste Function {u,j^ in (5.) a. S. 75 in 
zwei Factoren 0^ und 0^^ so wäre dasselbe der Fall, wenn man die n — m 
letzten Colonnen r^+i,...,r„ durch Nullen ersetzt. Dann wäre aber 
öl O2 = (El) • Dl und die irreductible Determinante D^ müsste in einem der 
beiden Factoren, etwa in D^ ganz enthalten sein. Da somit aber Di, also 
auch Öj, gewisse Elemente aller Horizontalreihen (Ä^i, ...,Ä«) enthält, so 
kann nach den obigen Bemerkungen 0., gar kein Element ti^^ enthalten; 
unsere Behauptung ist daher vollständig bewiesen. 
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Zur Classification der quadratischen Formen, 

der Curven und Flächen zweiter Ordnung 

und zweiter Klasse. 

(Von Herrn Lothar Heffter in Bonn.) 

l/as oft behandelte Thema der Classification der Curven und Flächen 
zweiten Grades ist wohl zuletzt von meinem Freunde Koehler*) in Angriff 
genommen und insofern sehr befriedigend erledigt worden, als er bei Zu- 
grundelegung beliebiger homogener Coordinaten durch geschickte, zum Theil 
geometrische Ueberlegungen zu Tabellen gelangt, die sofort ausser der voll- 
ständigen die projective Classification für sich und eine metrische für sich 
nebst ihren Kriterien erkennen lassen. 

Wenn ich trotzdem denselben Gegenstand nochmals aufnehme, so 
sind es zwei Punkte, die mir das wünschenswerth erscheinen lassen. 

Einmal möchte ich deutlich hervortreten lassen, dass nicht nur die 
Classification der Gebilde //. Ordnung^ was schon Herr Hensel**) gezeigt hat, 
und was auch bei Herrn Koehler (a. a. 0.) zu erkennen ist, sondern auch 
die Gebilde //. Klasse — bis auf eine in zwei Fällen erforderliche, sehr 
einfach zu vollziehende Spaltung — analytisch durch die Classification je 
zweier quadratischen Formen , deren eine die projective, deren andere die 
weitere affine***) Classification giebt, geleistet werden kann. Die bei den 
Gebilden H. Klasse hierfür heranzuziehende zweite quadratische Form wird 



♦) Archiv der Math. u. Phys. III. Folge Bd. 3 (1902), S. 21 ff. 
♦*) Dieses Journal Hd. 113 (1894), S. 303 ff. 

***) Unter ^affinen" geometrischen Eigenschaften verstehe ich solche, die bei der 
Gruppe der affinen Transformationen ungeändert bleiben. 

Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Ueft 2. 12 
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bei den Curven und Flächen in genau analoger Weise gewonnen. Während 
sie sich aber bei den Curven einfach als die zu der vorgelegten adjungirte 
Form herausstellt, hat sie bei den Flächen die Bedeutung, dass sie, gleich 
Null gesetzt, den Tangenten" Complex der Fläche giebt. Wenn auch diese 
quadratische Form schon bei Clebsch- Lindemann*) für die Eintheilung der 
Flächen IL Klasse eine Rolle spielt, so dürfte doch ihre Bedeutung für 
dieses Problem erst durch die Form und die Herleitung der hier zu gebenden 
Resultate völlig zur Geltung kommen. 

Für die Classification von quadratischen Formen, auf die also die- 
jenige der Gebilde II. Grades stets zurückfuhrbar ist, ist aber die eleganteste 
Kriterienreihe zweifellos eine von Sylvester**) herrührende, die in der 
Theorie der Formen nur von Herrn Netto***) wieder abgeleitet, sonst aber 
weder dort noch in der analytischen Geometrie benutzt worden zu sein 
scheint. Diese ^^charakteristische Reihe^^ in der analytischen Geometrie ein- 
zubürgern, ist der andere Wunsch, der diese Zeilen dictirt. 

Die benutzten Coordinaten sind bei der projectiven Classification 
beliebige zusammengehörige homogene Punkt- und Linien- (bezw. Ebenen-) 
Coordinaten x,, iCz, 0:3, (or*) und Wi, »2, «3, W, während ich für die affine 
Classification allerdings die Benutzung HesseBcher Coordinaten als natur- 
gemäss erachte. In diesem Falle ist also xj = (bezw. x^, = 0) die 
Gleichung der uneigentlichen Geraden (bezw. Ebene); die Einheitspunkte 
dürfen aber auf jeder der zwei (bezw. drei) Axen noch ganz beliebige sein. 

Die Einordnung der hier zu entwickelnden Classification in das Ge- 
bäude der analytischen Geometrie kann an sehr früher Stelle erfolgen. Nur 
der Nachweis, dass eine quadratische Form und ihre adjungirte Form, gleich 
Null gesetzt, bei nicht verschwindender Determinante dasselbe Gebilde dar- 
stellen, ist als vorangehend zu betrachten. 

Der Kürze wegen sei es gestattet, alles Bekannte, was des Zusammen- 
hangs halber nicht ganz unerwähnt bleiben kann, nur anzudeuten. In dem 
rein algebraischen Abschnitt (I.), wo ich im wesentlichen dem Sylvester- 
iVeWoschen Wege folge, erlaube ich mir trotzdem theilweise eine etwas 
grössere Ausführlichkeit, weil mir die dort zu gebende Berechnungsart einer 



*) Vorlesungen über Geometrie. Bd. 2, I. Leipzig, 1891, S. 197 ff. 
♦♦) Philos. Magaz. 4. Ser. Bd. 4 (1852). S. 138 ff. 
**♦) Vorlesungen über Algebra. Bd. I. Leipzig, 1896. S. 222. 
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also 

(8.) nxx)=^ZK^l 

Damit die Gleichungssysteme (5^), (ö''),... nicht allen «,/?,... den 
Werth Null ertheilen, ist zunächst nothwendig und hinreichend, ^i,/2.-m^« 
als Wurzeln der ^^charakteristischen Gleichung^^ 

(9.) I O,.* — ^ f ,.;t I == (^.- = 1, in = für .' i- *) 

ZU wählen. 

Eigenschaften der charakteristischen Gleichung: 

I. Gleichvng (9.) hat (bei reellen a^) nur reelle Wurzeln. (Beweis 
bekannt.) 

IL Sind ^,,^2 itcei verschiedene Wurzeln f?o»(9.), genügen «i,...,«^ 
dem Gleichungssystem (ö**.) und /:?,,..., /?„ rfem Gleichungssystem (5 ^), *o t>i 
^«./5. = (und damit auch f^ctß) = 0). 

Denn durch Composition der Gleichungen (5^) mit /?,,..,/?„ und der 
Gleichungen (5^.) mit «,,..., «^ folgt 

(10.) /(«/5) = A,^«,/?, = i2-S' «,/?,, 

also -T «,/:?, = 0. 

III. Der y, Verschwindungsgrad^^*) von 

ist gleich der Multiplicität der Wurzel Aj von (9.). (M. a. W.: |a<4— A£,;t| hat 
nur lineare Elemeutartheiler.) 

(Beweis in bekannter Weise einfach und elegant mit Hülfe von 
Determinanten-Identitäten zu führen.) 

Nun folgt die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung 
sehr leicht. 

A. Sind alle Wurzeln ^i,. ,i„ von (9.) verschieden^ so sind nach II 
die Gleichungen (7.) sämmtlich erfüllt. Da die a, die /?, u. s. w. aus den 
homogenen Gleichungen (5.) nur in ihren Verhältnissen bestimmt sind, kann 
man stets noch bewirken, dass sie den Relationen (6.) genügen. Sie bilden 
dann also ein orthogonales System^ und Gleichung (8.) ist erfüllt. 

B. Ist A, eine p-fache Wurzel von (9.), so werden die p ersten 
Gleichungssysteme (5.) mit einander identisch. In diesem Gleichungssysteme, 



♦) „Nullit)" von Sylvester (AmQr. Journ. of Math. 6 (1884) p. 271) = Complement 
des Ranges der Determinante zu w. (Vgl. auch Encyclop, I. B. 1. 6 (Nelio) S. 269.) 
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viele der Zahlen ij,...,i„ haben den Werth Null. Diese Zahl ist der Ver- 
schwindungsgrad ©(^), und der Rang r von f ist durch die Formel 

(15.) r(/) = «-t,(^) . • 

bestimmt. 

Die Signatur von f aber, S(/), ist gleich der Anzahl der positiven 
weniger der der negativen Werthe der ^1,...,^«- Nun gilt der Satz*): 
„Hat die Gleichung 

x"-aia?'-' + - -la« = 

lauter reelle Wurzeln, so ist die Anzahl der positiven Wurzeln gleich der 
Anzahl der Zeichenfolgen, die Anzahl der negativen Wurzeln gleich der 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe 

wobei die im Anfang etwa verschwindenden Glieder fortgelassen, intermediär 
verschwindende aber nach Belieben positiv oder negativ gezählt werden.'^ 
Also ist 

(16.) S(/) = -2:F--2'W^, 

wo ^F die Anzahl der Zeichenfolgen, -2* W die Anzahl der Zeichenwechsel 
in der Reihe (14.) bedeutet. 

Für die analytische Geometrie, wo es nur auf die Gleichung /"= 
ankommt, genügt als Definition der Signatur dieser Gleichung, der Form f 
oder ihrer Determinante schon 

(17.) s(f)^s{A)^\S(r)\ = \2:F-2W\. 

Wo im Folgenden auch immer von einer quadratischen Form mit der 
Determinante A die Rede ist, sollen unter f>{A)^8{A) stets die aus ihrer 
charakteristischen Reihe unmittelbar abzulesenden Zahlen verstanden werden. 
Die charakteristische Reihe (14.) von Syhester erscheint mir in der 
That sehr viel schöner und praktisch nicht unbequemer als die aus der 
Jaeofrtschen Transformation herrührende, sonst in der Regel benutzte Reihe 

(18.) A^ Aii^ -^M,*in •• 7 ö,i, 1, 

wo jedes Glied eine, gewissen Bedingungen genügende, Hauptunterdeter- 
minante der vorangehenden ist. In der sehr allgemeinen Reihe Co, Cj, ..., C^^i 
von Herrn Gundelfinger**) ist auch die charakteristische Reihe als Special- 
fall enthalten; anscheinend ist sie aber aus ihr noch nicht herausgelesen worden. 



♦) Vgl. Netto, a. a. 0. S. 221. 
♦•) S. Hesse, Anal. Geom. d. Raumes, III. Aufl. Leipzig 1876. Suppl. I. S. 449ff. 
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fication nebst ihren Kriterien einfach dualistisch aus der vorigen Nummer 
oder Tabelle I abzulesen, wobei natürlich nur die Determinante 

(2.) \a,,\=A 

nebst ihren ünterdeterminanten ^,4 etc. an Stelle von A^ A^ etc. tritt. 

Zur weiteren affinen Eintheilung benutzen wir die projecHve Ein- 
Iheilung des uneigentlichen Ptinklepaares^ für das die beiden hindurchgehenden 
Geraden des Strahlbüschels IL Ordnung (1.) zusammenfallen. Wir wollen es 
kurz das im Unendlichen von (l.) erzeugte Punktepaar nennen. 

f/i,tt2,tt3 sind jetzt die Hesse^chen Coordinaten irgend einer Geraden 
der Ebene; u^, u^ bestimmen also ihren uneigentlichen Punkt. Die i^e^^eschen 
Punktcoordinaten aji, X2 {x^ = 0) desselben Punktes genügen also der Gleichung 

(3.) Wi Xi + U2X2 = 0; 

d. h. «1, «2 und die der Gleichung (3.) genügenden x^^ X2 sind contragrediente 
Punktcoordinaten desselben uneigentlichen Punktes, nämlich desjenigen der 
Geraden (uiU.jUi)^ und man hat 

(4.) Xi'X2 = Ui'.—Ui. 

Zu jedem Werthepaar Ui,U2 liefert nun die Gleichung 

(1*.) (p (tt, t/2 «3) = «33 «3 + 2 (fz (wi U2 0) «3 + y (tt, «2 0) = 

zwei Werthe von 1^3. Damit sie zusammenfallen, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass «,,«2 der Gleichung 

(5.) of33 (p (u, U2 0)-r/?3 (w, U2 Oy = 

genügen. Setzt man hierin u^ = —x^, Ui = x^ nach (4.), und ordnet nach 
a?i, 0:2, so folgt 

(6.) ^-/n x\+2 A^2 a?, X2 + ^22 X2 = 

als Gleichung des von der Curve (1.) erzeugten uneigentlichen Punkte- 
paares, der wir auch die Form 





«n et, 2 «13 X, ' 


(6-.) 


«21 «ri a.,3 ^^ _Q 
«31 «J2 03J 




a;, X.. 


geben können. 




Setzt man also 




(7.) 


1-41 = 3t3 



(•,*= 1,0, 
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IV. 

Classification der Flächen II. Ordnung. 

Genau nach demselben Prineip wie Tabelle I in Nr. II entsteht die 
Tabelle III für die Flächen II. Ordnung 

(1.) f(x x) ^ /(a?, X2 X3 X4) E^ -2* a,A o?,- Xjt =^ (».* = i, 2, a,*,). 

Hier besteht nun wieder, abgesehen von der Kriterien/brm , völlige üeber- 
einstimmung mit der Koehler^chen Tabelle III, falls dort die zweite Colonne 
mit der dritten vertauscht und auf Hesse^che Coordinaten specialisirt wird. 
Den vier die Classification bestimmenden Zahlen f>(^),«(^), «(^44), «(^44) 
entsprechen die vier dem gleichen Zweck dienenden Invarianten /„, /j, Jo 7 «^i 
bei Herrn Hensel (a. a. 0.). 

V. 

Classification der Flächen II. Klasse. 

Die projeclive Eintheilung der Flächön II. Klasse 
(1.) (p(uu)^^(p (fii U2 Ui «4) ZlIz -2* a^j^ Ui u^ = (i. * = 1,2, 3,4) 

ist wieder einfach dualistisch aus Tabelle III abzulesen. 

Die weitere affine Eintheilung gründen wir auf das dem in Nr. III 
benutzten genau entsprechende Prineip, d. h. wir benutzen die projeclive 
Classification des Strahlbüschels IL Ordnung (d. h. der Curve II. Klasse) 
in der uneigentlichen Ebene, für dessen Geraden die beiden hindurchgehen- 
den Ebenen von (1.) zusammenfallen. Wir wollen dieses Strahlbüschel 
II. Ordnung wieder kurz die von (1.) erzeugte uneigentliche Curve nennen. 
Die Liniencoordinaten u^^u^^u^ der Strahlen dieses Büschels genügen der 
Gleichung, die durch Annullirung der Discriminante der quadratischen 
Gleichung in u^ 

(1*.) (p(u^ Ui «3 W4) '~~ «4» «4 + 2 (f^ («1 Uz M3 0) «4 + y (tt, Ui fi3 0) = 

entsteht, d. h. der Gleichung 

(2.) «,4 (p (u, U2 W3 0) - (f^ (u, U2 «I3 0)' = 0. 

Ordnet man hier nach u^^u^^u^^ so folgt 

(3.) ^2233 «l+-^33n «2+^1122 «3+ 2 .^,233 «1 «2+2 .^23 11 ^ «3 + 2 ^31 22 «3 «1 = 0, 

WO A^^i^ die aus A e5 |a,^| durch Streichung von Zeile t und / und Colonne 
k und m entstehende Subdeterminante II. Grades bedeutet. Gleichung (3.) 
kann daher auch in die Form gesetzt werden: 
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Schnittes (1.) und schon bei v(A) = 2 identisch erfüllt ist. Hierauf bernlit 
der Erfolg unserer Methode. Die durch Gleichung (3.) oder (3*.) dar- 
gestellte, von (1.) „erzeugte" uneigentliche Curve II. Klasse umhüllt also 
bei r(-^ = alle uneigentlichen Tangenten der Fläche, sie ist also, wenn 
die Fläche einen nicht entartenden uneigentlichen Schnitt besitzt, eben dieser 
Schnitt, und, wenn die Fläche von der uneigentlichen Ebene berührt wird, 
der Berührungspunkt. Sie ist bei v(A) = 1 das uneigentliche Punktepaar 
des Kegelschnittes (1.), der in eigentlicher Ebene liegt, und besteht für 
einen Kegelschnitt in der uneigentlichen Ebene aus sämmtlichen uneigent- 
lichen Geraden. Sie umhüllt bei v{A) = 2 alle uneigentlichen Geraden, 
die die Gerade des Punktepaares treffen, ist also ein Punkt oder besteht 
aus allen uneigentlichen Geraden. Sie besteht endlich bei t?(--/) = 3 aus 
sämmtlichen uneigentlichen Geraden. — Diese Betrachtungen können eben- 
falls zur Erzeugung der Tabelle IV dienen. 

Schliesslich kann die Ausfüllung der Colonnen t? (.:/)> 1 auch da- 
durch erfolgen, dass jetzt in der Raumgeometrie auch die Kenntniss der 
einfachsten Gleichungsformen der Kegelschnitte vorausgesetzt werden darf 
und diese immer in Coprdinatenebenen angenommen werden können. Man 
braucht dann nur analytisch zu prüfen, in welche Zeile die betreffende 
Gleichungsform gehört. 

Schlussbemerkung. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass aus den vorstehenden 
systematischen und in systematischer Weise gewonnenen Kriterien leicht 
andere äquivalente und für den praktischen Gebrauch noch bequemere her- 
geleitet werden können. Mnemotechnischen Ansprüchen dürften freilich 
diese systematischen Tabellen am meisten genügen. 

Will man bei den einzelnen Kategorien der Gebilde IL Ordnung und 
IL Klasse noch die orthogonal ausgezeichneten hervorheben, d. h. in der 
uneigentlichen Ebene noch den imaginären Kugelkreis berücksichtigen, so 
erscheint wieder die Benutzung eines orthogonalen Hesse^cheu Systems oder 
eines solchen, bei dem die eigentlichen Seiten des Coordinatendreiecks 
(bezw. -Tetraeders) auf einander senkrecht stehen und nun auch die Ein- 
heitsstrecken auf allen Axen gleich sind, naturgemäss. Die Vervollständigung 
der Classification nach dieser Richtung werde ich indessen bei anderer Ge- 
legenheit geben. 
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Tabelle IL 
Classification der Curven IL Klasse. 

(p (jh th «3) = 0. 



\ y = ist 
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Tabelle IIL 

Classification der Flächen IL Ordnung, 

f(x^ x.x^x,) = 0. 



\ /•= ist 

|/=0\förj 

6m. im» \l,(^) = 
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Tabelle IV. 

Classification der Flächen II. Klasse. 

ff («, «, «3 ««) = 0. 
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Neue Formeln für die Bernoullischeii Zahlen. 

(MittheiluDg einiger Resultate einer umfangreicheren, in den Schriften der 

Physikalisch-Oekouomischen Gesellschaft zu Königsberg i. Pr. [Jg. XLIV, 1903] 

erscheinenden Arbeit über die ganzen Potenzen der Cotangente und der Gosecante). 

(Von Herrn Lonis Saalschüti in Königsberg.) 



Wir verstehen unter ^ eine positive ganze Zahl und setzen 
(1.) cosec^ X = x'^HL^ x-*'^'+t!L^ x-'*'^*+^.^ 0?-^+^+-, 
worin die Indices und die Exponenten anfangs negativ, später positiv sind; 
für .a = 1 ist 

(2.) tn--i = (2iÖ! ^*' 

Aus der ohne Schwierigkeit erweislichen Gleichung 

(3.) fi. Ca+ 1) cosec^+^ x = .u^ cosec" x + "^'^^^ 

folgt die Beziehung zwischen den Coefficienten 

welche, sei s positiv, Null oder negativ, richtig ist. Fttr negative Indices, 
die wir als — «i bezeichnen, erhalten wir mit Hülfe von (4), wenn wir 
unter Vj^(a^n) die Summe der Combinationen in der Ar-ten Klasse der Ele- 
mente -^, z-xöv' r~nv' '"' ~> verstehen, und die Gleichung 

(5.) V,(a,n) = !F,(a,n-2) + ^ !P,.,(a, «-2) 

benutzen, die Formeln: 

C^lm = (^-l)-2^4TT§£:i) *?zl (l?."-2) fi und m ungerade, 



(6.) 

Jounuil für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 2. 14 



?^„ = («'-1)'|t5^!t^^-1) ^-ri (2,/«-2) A* und tn gerade. 
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Nehmen wir nun fi als ungerade an und vergleichen in der Gleichung 

cosec X • cosec" x = cosec^"^^ x 
beiderseits die Coefficienten von x""^, so erhalten wir 

und demnach, wenn wir die Werthe aus (2.) und (6.) substituiren, ,a = 2 lu+l 
setzen und die Abkürzung 

(8.) 2(2^*-^-l)ß, = B. 

einführen, 

(9.) ;i;(V'._.(i,2„-i)B...)+i -(r.|-^^^)V»TT- 

Diese Gleichung ist eine Recursionsformel zwischen den Bernoullischen 
Zahlen, und sie scheint dem Verf. deshalb von einigem Interesse zu sein, 
weil sie von denen, in welchen diese Zahlen linear auftreten, soweit ihm 
bekannt, die erste ist, worin die Bernoullischen Zahlen sämmtlich positive 
Coefficienten haben, deren linke Seite also aus lauter positiven Gliedern besteht. 

Wir können aus ihr „verkürzte Recursionsformeln*' zwischen B„ und 
beliebig vielen ihr vorangehenden Bernoullischen Zahlen ableiten*), deren 
linke Seite den gleichen Charakter hat, während die Glieder der rechten 
Seite abwechselnde Vorzeichen besitzen, und deren Grenzfall eine independente 
Darstellung von B^ bildet. 

Zu diesem Zweck setzen wir in (9.) w— 1 statt m und ziehen die 
entstehende Gleichung von (9.) ab, wobei (5.) zur Anwendung gelangt, 
und die Gleichung mit (2m— 1)^ multiplicirt wird. In dieser Art operiren 
wir weiter, wodurch die linke Seite sich um je ein Glied verkürzt. Werden 
nun rechts die gleichen Operationen wie links ausgeführt, so erhalten 
wir folgende Formel zwischen den Zahlen B«, B;„«i, B;„.2, ••? B^ und somit 
zwischen den Bernoullischen Zahlen ß^, iB,„^i, ß„,_2, ..., ß^: 

Z yV*_r(l,2m-2r-l)B._t 

_ / 2-4-(2OT-2 r) Y ■■;,* /_ 1 N» (l-3-5-(2r-2A-l))'C,(2',(2r-2A)') . 
~M.3-(2ot— 2r— iy *i', ^ '' ■ 2m— 2* + l ' 



(10.) 



*) RecursioQsformeln zwischen beliebig vielen Bernoti/Ztschen Zahlen, aber von 
anderem Charakter, sind zuerst von Herrn Hausmer aufgestellt worden. (Zur Theorie 
der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. Nachrichten der Eönigl. Ges. d. Wissensch. 
zu Göttingen 27. Decbr. 1893.) 
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darin bedeutet 0^(2^, (2«)^) die Summe der Combinationen mit Wiederholungen 
der Elemente 2^4^, 6^.., (2»)%- ebenso soll später 0^(1^,»') diejenige der 
JSlemente 1^,2^,3^,...,»^ bezeichnen, sodass im Besonderen 

C, (2^ 20 = 2^ C, (l\ r) = 1 ; q, (2^ (2fi)0 = C, (r, ^ = 1 
ist. 

Die Gleichung (10.) gilt auch noch für r = w, was allerdings eines 
l)e8onderen Beweises bedarf, und giebt dann die independente Darstellung 

(11.) "--^-^,(-1)^ 2m + \-2h 

Hieraus folgt mit Hülfe einiger zahlentheoretischer Betrachtungen*) 
^in dem r. /Stot^/techen Theorem analoger Satz für B;„, nämlich: 

Der Cosecanten-Coefficient B« ist gleich einer ganzen Zahl, vermehrt 
oder vermindert, je nachdem m ungerade oder gerade ist, um die Summe 
der reciproken Werthe aller ungeraden S/atirf/schen Primzahlen für 2m. 



•) darunter des Satzes: Wenn 2r + l=p eine Primzahl ist, so ist die Summe 
d«r Combinationen mit Wiederholungen in der g-ten Klasse der Elemente 1', 2', 3', ...,r* 
oongruent 1 oder für den Modul p, je nachdem q ein ganzes Vielfaches von r ist, 
oder nicht. 



14* 
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Angenäherte Auflösung von Congruenzen 

nach Primmodulsystemen in Zusammenhang 

mit den Einheiten gewisser Körper. 

(Von Herrn H, Kühne in Dortmund.) 



1. 

Ans dem Integritätsbereich der n Unbestimmten Xij.,.^x^ sei das 
Modulsystem 

von folgender Eigenschaft entnommen: p ist eine ungerade Primzahl, /i(a:,) 
ist nach p irreducibel, /i als Function von X2 betrachtet (modd p,A(a?,)) 
irreducibel u. s. w. Jedes /i muss jj^, kann Xi (/ <; A) und darf nicht o?, (/ > Ar) 
enthalten. Ein solches System ist ein Primmodulsystem*). Ich betrachte 
alle Grössen des Integritätsbereiches nur modd P und nenne den dadurch 
bestimmten Bereich S3. Die Anzahl der Grössen des Bereichs S3 ist be- 
schränkt, und zwar ist sie ^ = p»" "•«••'"«, wenn m^... die Grade in den 
Functionen f sind. 

Dem Bereich S3 werde eine neue Unbestimmte x adjungirt: es ent- 
stehe ein Bereich B. Er umfasst alle rationalen Functionen von er, deren 
Coefficienten dem Bereich S3 angehören. Die Grössen von B denken wir 
uns nach fallenden Potenzen von x geordnet: 

Fttr den Grad a von a soll ein neues Zeichen eingeführt werden, nämlich 
a =^ Gra. Für alle ganzen Grössen a ist a eine positive ganze Zahl. 
Gr genügt, wie ersichtlich, der Functionalgleichung Gr(ab) = Gra-^-Grb. 



•) Dieses Journal Bd. 124 S. 121ir. 
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2. 

Es sei 

eine im Bereich B irredueible Function, deren Coefficienten ganze Grössen 
von B sind. Ferner existire eine ganze Zahl rj von der Art, dass 

ist, und dass in dieser Reihe mindestens einmal das Gleichheitszeichen gilt 
Nun setze ich 



so wird 






und dabei ist 



d. h. die Coefficienten in G sind decimale Grössen und höchstens vom 
Grade 0. Nun werde G (») nach fallenden Potenzen von x geordnet, dann 
ist die höchste vorkommende Potenz die 0-te. ® (») sei der Factor von a?", 
dann enthält ®(») das Glied «^ und hat als Coefficienten der übrigen 
Potenzen von ss Grössen des Bereichs 33. ® (ä) werde nun im Bereich 33 
in theilerfremde Factoren zerlegt: 

jedes ®,(») ist im Bereich 33 also entweder irreducibel oder eine Potenz 
einer irreducibelen Function. Fasst man die Factoren in irgend einer Weise 
in zwei Gruppen zusammen, so kann man schreiben 

Da ^ und ^ nach P theilerfremd sind, giebt es zwei Grössen $,^9 die 
der Bedingung 

^I+Ä^ = 1 
genügen. 

Es bedeute jetzt S wieder eine Function von «, deren Coefficienten 
dem Bereich S3 angehören, und S sei in ss von geringerem als dem ^-ten 



/ 
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Grade. Die Grade von ^ und Ä in ä seien p und a, so ist q+o ^ /i und 
damit p,a^^i--l. Nun sei ferner 

wobei die Grade von ^' und ^' in js bezüglich kleiner als q oder a sein 
sollen. Dann folgt 

Die Grade von Ä$',$Ä',S sind <;a*; ^Ä hat aber den Grad ^, also muss 

sein, und wir erhalten den Satz: 

Zu jeder Grösse 2(«) giebt es zwei Grössen ^' und fi', 
die der Bedingung 

genügen. 
Nun war 

W^ir- bestimmen ^' und Ä' so, daas das Product 

l>*s zur Potenz x"^ mit G übereinstimmt. Das erfordert die Congruenz 

die^ wie eben gezeigt, immer zu lösen möglich ist, da der Grad von ®' in 
« ^==c;/i ist. 

Weiter bestimmen wir zwei Grössen ^",Ä" so, dass das Product 

^i» zur Potenz x'^ mit G übereinstimmt. Dazu ist nöthig, dass 

^^*^ und das ist immer möglich, da die Grade von ^' und W kleiner als p 
«^»id a sind, also der Grad von ^'^ < ^ ist. Die Grade von $" und Ä" 
'^'^^x-den wieder < p, a. 

So fahren wir fort und gelangen zu dem Ergebniss: 
Man kann zwei Functionen 

H^^+x''$^'+x-'^"+-', 
K~^ + x-'^'+x''^" + '- 
so bestimmen, dass ihr Product bis zu einer beliebig tiefen Potenz 
x"" mit G übereinstimmt. 
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Zerlegen wir H und K in derselben Weise weiter, so erhalten wir 
den Satz: 

Sieht man von einer Function Q, von beliebig tiefem Grade 
ab, so kann G in ein Product von m Factoren 

Gi...G^ 

zerlegt werden. 

Ist der Grad von @< in z gleich ^i, so ist auch der Grad von G^ in 
« gleich pLi. Nun multiplicire man G mit a:"'', oder was dasselbe ist, jedes 
Gi mit af^"^ und setze a = y^~''; dann ergiebt sich: 

Sieht man von einer Grösse i2 von beliebig tiefem Grade 

ab, so kann 

F -^ F,...F 

* • 1 • • • * m 

gesetzt werden. Die Anzahl m ist die Anzahl der theilerfremden 
Factoren, in die & zerlegt werden konnte. 

Diese Darstellung enthält eine angenäherte Zerlegung von F in 
Factoren und entspricht der Zerlegung einer ganzen Function mit Zahlen- 
coefficienten in reelle Factoren ersten und zweiten Grades. Wenn eines 
der &i eine Potenz einer irreduciblen Function des Bereichs [93, a] ist, so 
kann mitunter die Zerlegung von Gi nach einem besonderen Verfahren noch 
bewirkt werden. Auch braucht dann die eingangs angegebene Einschränkung, 
die in der Existenz der Zahl rj liegt, nicht gemacht zu werden. Doch fahrt 
die Betrachtung dieses Falles an sich und auch für das Folgende zu er- 
heblichen Weitläufigkeiten, sodass ich mir seine Behandlung fUr die Zukunft 
verspare. Im Folgenden werde ich mich sogar auf den Fall beschränken, 
dass jedes ®, selbst irreducibel ist und dass die Anzahl der @), mindestens 
2 beträgt. 

Ein Beispiel fUr die Zerlegung möge diesen Abschnitt schliessen. 

Es sei P = 5; ferner werde die am Schlüsse des ersten Abschnittes 
erwähnte Schreibweise durchgeführt. Es sei 

F=y'+444y+444, 
ausgeschrieben 

yH(4a:' + 4a:+4)y + (4a:'+4a;+4), 

die vorgelegte irreducible Function. Dann ist die Zahl 17 = 1 und 
F = x^G^x^ [»^+4,44ä+0,444], 



I 
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also 

® = *H4« = 2 (a+1) (»+4). 

N'skdi Ansftthrang der angegebenen Operationen wird bis auf eine Grösse £2 
YOtja — 7-ten Grade 

F^F,F,F,, 
and dabei 

F, = y+ 1,014 3040, 

F2EZEy + 10,021 4433, 
Fa^y +44,020 3132. 

3, 

Durch die Congruenz F(y) :?^ wird im Bereich B ein Körper Y 
grebildet, für den sich dieselben Ueberlegungen anstellen lassen wie für die 
S^'vvöhnlichen algebraischen Zahlkörper. Man kann also eine Basis Bi.,. B^ 
^^9 Körpers Y angeben, vermöge deren sich alle ganzen Grössen C des 
Körpers linear ausdrücken lassen: 

^^•V>ei sind die k gansse Grössen des Bereichs B. Die Grössen ß^, ...,5^ 
*^Äsen sich durch die Potenzen von y ausdrücken: 

ß,-^i(6^y^-» + ... + 6,^.0. 

^^^ier sind wieder die b ganze Grössen des Bereichs Ä, und der Nenner b 
^^t die Discriminante von F oder einer ihrer Theiler. C erhält dann die 
^Darstellung 

"Vvobei nun allerdings die c auch gebrochene Grössen des Bereichs B sein 
i^önnen. Unter der Norm n(C) verstehen wir die Resultante*) zwischen F 
Xind C, also 

«(C) = ß(F(j,),C(y)). 

X)ann ist n (C) immer eine ganze Grösse des Bereichs B. Es sei 

Grn(C) = y. 



•) Netto, Algebra 12. Vorlesung. Gl. 4 u. 8. 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 2. 15 
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Wir betrachten von nun an nur solche Functionen F, iu denen mindestens 
2 theilerfremde und im Bereich 53 irreducible Functionen @5, gehören. Ferner 
wählen wir den Grad co hinreichend tief, sodass der Rest il bei der 
Zerlegung 

immer vernachlässigt werden darf, m ist also ^ 2, p sei eine der Zahlen 
l,...,fii und der Grad von F^ in y sei ^^. Jedes F^ hat als Coefficienten 
der Potenzen von y decimale Grössen des Bereichs B. Nun bilden wir 
zwischen C und den sämmtlichen F^ die Resultanten. Da die F^ angenähert 
als Theiler von F bezeichnet werden können, sollen diese Resultanten die 
Theilnormen von C heissen. Es ist also 

»,(C) = ß(F,(^),C(y)), 

und es sei 

Grn^(C) = v^. 

Die n^ sind im allgemeinen decimale Grössen des Bereichs Ä, sodass die v^ 
auch negative ganze Zahlen sein können. Wenn aber auch n (C) nur bis 
auf eine Grösse i2 mit dem Product 77 n^ (C) übereinstimmt, ist doch stets 

Ersetzen wir nun y durch x'^ s^^ so gehe F(y) in F(z),F^(y) in 
F^(«), C(y) in C(«) über, und dann ist 

n (C) .^ R (F (y), C (y)) ^ a^-^c.-D. r (^p (3)^ c (.)), 
n^{C)^R (F, (»), C (j,)) ^. x-^^^->-. /J (f; («), C (3)). 

Werden die Grössen nach fallenden Potenzen von x geordnet, so kann 
man schreiben: 

F (a)--aj''^ @ («) + -, 
F,(a)^a:^e^®,(3)+..., 
C (z)z^x^ 6 (») + -. 

C(y) und 6(2) müssen zur formalen Bildung der Resultante in y und z 
als vom Grade /i— 1 angesehen werden. Demnach beginnen die Ent- 
wickelungen von n (C) und n„ (C) mit 

x"^^^- '^^ (x'^'^y-' (x^y R (® (3), 6(«)) 
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schwinden, also darf auch 6i nicht darch ®^, theilbar sein. Reducirt man 
nämlich C = aj^"[(5+---] durch F^ = «''e [®p + a;-' ®j+--], so ist zn setzen 
@J, = -aj-' ®;— .., ond wenn © = ©,^+(5^ ist, so folgt dann 

Also mass T = ^ sein. 

Die Zahl C' bedeutete nun den höchsten Grad in den Coefficienten c. 

Es möge Grk^x sein, ferner Gr ^ -^ß, dann ist 

GrCi^x-\-ß 

und 

Gre,^x+ß+(i^-l)f], 

also wird 

t = x^ß+(ß-l)r]. 

Setzen wir noch die nur vom Körper und der gewählten Basis ab- 
hängige Zahl 

(^-i)v+ß = r, 

so gelten also die 3 Ungleichungen 

(1.) V ^fi (y+x). 

(2.) »'e^^eÖ'+^). 

(3.) Grc.j^r-^-'^- 

5.*) 

Wir theilen jetzt die m Faetoren Fi,...,F^ in zwei Gruppen, die 
durch die Zeiger o und r gekennzeichnet werden sollen, während die 
Marke q nach wie vor für alle F gilt. In der ersten Gruppe giebt es 
r== 2!l^a Grössen c^jj von denen keine den Grad y+x übersteigt. Diese 

a 

r Grössen seien in irgend einer Reihenfolge mit w?i,...,ir^ bezeichnet Zu 
jeder Grösse C des Körpers gehört also ein System von Grössen w. Die w 
gehören dem Bereich B an und sollen als decimale Grössen geschrieben 
sein. Uebersteigen die Coordinaten k von C nicht den Grad x^ so giebt 
es nur 5^'+^)'' mögliche Werthe von C, da jede Coordinate k nur q'^^ Werthe 



*) Man vgl. für das Folgende Dirichlet-Dedekind^ Vorlesungen über Zahlentheorie, 
1879. S. 559ff. 
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annebmen kann. Es giebt also auch böcbstens 5^*+^^^ verscbiedene Systeme w. 
Nehmen wir den höchsten Grad y+x als vorhanden an, und betrachten wir 
nur die k ersten Coefficienten der nach fallenden Potenzen von x als 
decimale Grössen geschriebenen c^y, so ergeben diese Coefficienten fttr 
ein fo q^ mögliche Zusammenstellungen, also giebt es für alle Systeme w 
nur q^ mögliche Zusammenstellungen der k ersten Coefficienten. Unter den 
vorhandenen q^'^^^^f' Systemen w müssen also mindestens 2 dieselben k ersten 
Coefficienten haben, sobald 

ist. Das kann aber immer erreicht werden, sobald die Zahl X der Be- 
dingung 

(x+l)iii>lr>x,u 
gemllss bestimmt wird, und das ist stets möglich, da 

r TT 

ist. 

Diese beiden Systeme vo mögen mit u>' und tr" bezeichnet werden. 
Zu ihnen gehören die Grössen C und C". Die Differenz G-C gehört 
ebenfalls zu den Grössen C, deren Coordinaten den Grad 7t nicht Übersteigen. 
Zu ihr gehört das System ir'— ir", und in diesem System erreichen die 
einzelnen Grössen höchstens den Grad y+;f— ^. Also ist: 



dar«! 



HS 



^a^A'crCy + y + ^-O, 



a*ao erst recht 



(4.) v„ < 2yr-x (/«-r). 

ferner ist 






i 
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Hieraas und aus der Ungleichung (2.) folgt: 

<yG«+r), 

(5.) v<:2fiy. 

Weiter ist stets v ^ 0, also 

Wird eines der Elemente t herausgegriflfen und die Summe der übrigen 
durch einen Strich gekennzeichnet, so erhält man: 

(6.) y^>;.«y(^ + r-l). 

Somit erhalten wir: 

Unter den Grössen C des Körpers, deren Coordinaten den 
Grad x nicht übersteigen, giebt es immer eine, für die die Theil- 
normengrade der ersten Gruppe 

(4) v^<2yr-;f(^-r), 

die Theilnormengrade der zweiten Gruppe 

(6.) rx>^-yC^ + r-l) 

sind, während der Normengrad von C selbst 

(5.) V < 2/iy 

bleibt, wobei y nur vom Körper abhängt. 

Wählt man nun zwei beliebige Zahlen a und /?, so kann h stets 
so bestimmt werden, dass 

2yr—x(jji—r)<i a 
und 

wird. Demnach haben wir den wichtigen Satz: 

E$ giebt stets eine Grösse C des Körpers, für die die Zahlen Vg<Z,a 
und die Zahlen v^'2> ß sind und absolut v <C 2 ^y bleibt , wobei a und /?(«</?) 
ganss beliebige posiliee und negative ganze Zahlen sein können. 
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Bildet man aus den Zahlen v die m-zeilige Matrix (yi^)^ so verseh winden 
alle Determinanten m-ter Ordnung. Nun lassen sich m— 1 Einheiten so 
wählen, dass die Determinante 

J = \vj^\ a,»=i -»-o 

von verschieden und positiv ausfällt. Wir Übergehen den Beweis, da er 
sich in nichts von dem entsprechenden Dirichlet^*) unterscheidet Diese 
m—l Einheiten jBi,...,£^.i bilden ein System unabhängiger Einheiten. 
Alle Einheiten 

wobei die p ganze Zahlen sind, bilden eine Gruppe S, und es ist 

X 

Nun sei £' irgend eine dem System S nicht angehörige Einheit mit den 
Theilnormengraden v^ (E'). Dann lassen sich aus den linearen Gleichungen 

ganze oder gebrochene Zahlen e' bestimmen, die das Exponentensyetem der 
Einheit E' in Beiug auf die unabhängigen Einheiten £i,...,£^.t heissen 
sollen. Man kann 

setzen, wobei px eine ganze Zahl oder und €x ein positiver echter Bruch 
ist. Dann gehören zur Einheit 

die Exponenten £i...£m-i9 und es ist 

l 
Eine Einheit, deren Exponenten positive echte Brüche sind, soll 
reducirt in Bezug auf das System, S heissen. Es kann nur eine endliche 
Anzahl reducirter Einheiten geben; denn lässt man die e alle möglichen 
Werthe zwischen und 1 durchlaufen, so werden die Ausdrucke 

bestimmte endliche Werthe nicht überschreiten. Also bleiben die sämmt- 



•) a. a. 0. S. 562. 
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i/clmen Theilnormengrade der reducirten Einheiten nnter einer gewissen 
enci liehen Grenze und demnach ist auf Grand des Satzes der No. 3 die 
Anzahl der redncirten Einheiten endlich. 

Folgt man weiter dem Dirichlet^chen Gedankengang, so schliesst 
in£^n auf die Existenz eines Systems von Fundamentaleinheiten ^ für die die 
Determinante J ein Minimum ist, und für das alle reducirten Einheiten die 
P]i:xLX>öiiG^t®'^ haben. Diese erweisen sich weiter als Einheitswurzeln, d. h. 
sl\^ Wurzeln einer Congruenz E'* ^ 1. Zu ihnen gehören auch die sämmt- 
lioTnen Grössen des Bereichs 3. 

Somit haben wir als Verallgemeinerung des wichtigen DtrteA/ß/schen 
S£kt;2es: 

Hat die den Körper Y im Bereich B bestimmende Function F (y) die 
Eigenschaft y durch eine Transformation y = x'^ z in x"*^ ® ^«)+a:'"^~^ ©'(»?+••• 
aA^rzugehen, wobei QiC^) in m irreducible und verschiedene Factoren mod P 
s^er/ällty dann lässt sich jede Einheit des Körpers in der Form W^Ef' ... jB^'^LT' 
d^mr stellen y wobei W eine der nur in endlicher Anzahl vorhandenen Einheils- 
f^m^w^zeln ist, die der Körper enthält ^ und £^i, ..., £„>! ^i^ System fundamentaler 
EJm^mheiten bilden. Die p sind dabei ganze Zahlen. 

Die in No. 2 betrachtete Function F zzi y^ 444 y + 444 (5) möge 
Äix€3h hier als Beispiel dienen. Ihre Discriminante ist D(F) ^ 12. 14. IIP. 
E^is:ie Basis des Körpers bilden 1, y, y'; das b der allgemeinen Entwickelung 
iat also = 1; /3 = 0. Ein Fundamentalsystem bilden die Einheiten 

£, E=y + 1, £2 = ^ + 10. 



Ferner ist 



J = 



r2(Ed.y2(E2) 



VXX^V2X 



-2, 1 
1,-2 



= 3. 



I^ie reducirten Einheiten siyid 1, 2, 3, 4. 
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Sur la convergence des formules dlnterpolation 
de hagrange^ de Gau^s^ etc. 

(par M. F. Gomes Teixeira ä Porto, Portugal.) 



1. Oi Ton connalt les valeurs que prend une fonction f(x) quaiid 
on donne ä x les valeurs »1,02, ...,a„,, on peat former, au moyen de la 
formule d'interpolation de Lagrange^ une fonction enti^re de x qui ait ces 
mgmes valeurs-lä dans les points ai, as, ..., a„,. Nous allons nous occuper 
dans la premi^re partie de ce travail de T^tude des conditions pour qne 
cette fonction tende vers f(x\ quand m tend vers Tinfini. 

Cette question a ^t^ consid^r^e par Hermile dans un travail important, 

publik dans ce Journal (tome 84, 1878), oü T^minent g^om^tre a pr^sentö 

une expression, au moyen d'une integrale curviligne, du reste de la formale 

de Lagrange^ qui Ta conduit ä une suite d'in^galit^s qui sont des conditions 

süffisantes pour cette convergence. Mais ces conditions ne sont pas n^cessaires 

pour que la fonction d^termin^e par cette formule- Ik tende vers /"(a?), 

pour m = cxj; et, par cons^quent, T^tude directe du reste, quand eile est 

possible, peut conduire ä des r^sultats que les in^galit^s de Hermite ne 

donnent pas. C'est ce qui arrive, quand 01,02,03,... repr^sentent le Systeme 

des valeurs 

, n , Zn i (2ii— 1)71 

ÄCOS H-» ÄCOSa- , ..., ACOS - o" - , 



dont rimportance dans cette question r^sulte d'un th^or^me de Tchebiche/f 
bien connu. En ^tudiant directement, dans ce cas, le reste de la formule 
rapport^e nous avons obtenu les th^or^mes ^nonc^s dans les n • 6 et 7, qui 
contiennent comme cas tr^s particulier celui qu'on a tire dans le n" 5 des 
in^galit^s de Hermile. 



118 Teixeira^ sur la convergeftce des formnies d'ittierpolation de Lagrauge, de Gauss. 



De cette formale il rösulte que 0(x) tend vers f(x\ quand tous ou 
quelques-uns des nombres m,a^ß^...^k tendent vers Tinfini, si la plus grande 
valeur que prend Texpression 



|ff(a.)| = 



(x—a,y (x—a,)^...(x-a„y 



lorsque z d^crit le contour Aj tend vers z^ro. Cette condition est remplie, comme 
Ta remarqu^ r^minent g^om^tre, quand on a, pour tout point z du contour, 



(4.) 



x-a. 


<«, 


X — flj 


<«, 


x—a. 


» — 0, 


a— o, 



<^, 



e ^tant une quantit^ arbitraire, införieure ä Tunit^. 

Si, ^tant donn^ le contour A^ on veut chercber Tensemble des valeurs 
qu'on doit donner ä x pour que 0{x) tende vers f(x)^ ou au moins une 
partie de cet ensemble, on a besoin d'employer ordinairement les in^galit^s (4.) 
ä cause de la difficult^ de Tötude directe de la condition g^n^rale; mais 
on doit recourir ä cette condition toutes les fois que ce soit possible, parce 
qu'elle peut mener ä des cons^quences qui ne resultent pas de ces in^galit^s. 
Nous allons Studier un cas important oü cette circonstance a lieu. 

3. Dans Tötude que nous allons faire nous aurons besoin de con- 
sid^rer la courbe repr^sent^e par T^quation | cos a | = c, ou sin (^ - «) = ^» 
c 6tant une constante donn^e; or cette courbe ne diflf^re que par sa position 
dans le plan de celle dont T^quation est | sin ä | = c, 6tudi6e par nous-m6me 
dans un travail publik dans le tome 116 (page 14) de ce Journal, oü nous 
avons d^montr^ qu^, si Ton a c^l, cette ^quation repr^sente une courbe 
compos^e d'un nombre infini A' ovales 6gaux, dont les centres sont les points 
(0,0), (±:^,0), (±271,0), ... et dont les axes sont ögaux ä 2arcsinc et 
2 log (c + lV+1); et que, si Ton a c> 1, eile repr^sente une courbe composöe 
de deux branches, sym^triquement plac^es chacune de son c6t^ de Taxe 
des abscisses, qui s'^tendent jusqu'ä Tinfini dans le sens des abscisses 
positives et dans celui des negatives, en faisant une s^rie d'ondulatious 
d'amplitude ögale k ti, et dans lesquelles l'ordonn^e prend une valeur 
absolue maximum, 6gale ä log(c+T^c^+l), dans les points oü les valeurs 
de Tabscisse sont 0, +7?, ±27r, ..., et une valeur absolue minimum, ögale 
ä log(c+Vc^— 1), dans les points oü les valeurs de Tabscisse sont 

±ö7i, ±.j^,... . 
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et qu'on doit, par cons^quent, appliquer la m^thode des maxima et minima 
k la fonction snivante de x: 

u\ = cos' nx (^ — 2 ; + ^^^ ^^ \ 2 / • 

On trouve de cette mani^re, en ayant 6gard aux ^quations 



et 



du\ . ^ r 

-7-7 = — «Sin znx 
ax 



gl = -2«'cü82«x', 



que »^ prend aiie valenr minimam, qnaud on a 

r 

X = : 
et que cette valenr est ^gale k 



^ — ± öT-j ± 9^1 ± 9^1 • • 



Mais d'un autre c6tö, comme la d^riv^e partielle de w^ par rapport k y: 

est positive, qnand y' >> 0, on voit que les valeurs que prend n^ quand on 
donne k x une valenr dötermin^e quelconque, croissent quand y' augmente; 
et que, par cons^qnent, la valenr que prend cette fonction dans un point 
quelconque de la courbe |cosä| = c est plus grande que celle qu'elle prend 
dans le point de la droite j^ = / qni correspond ä la mSme abscisse. 

On conclut de tont ce qni pr^e^de que, dans tont point z de la courbe 
|cosä| = c, oü c>> 1, on a l'inögalit^ 



qui, en posant /= log (c+Zc^ — l), donne celle qu'on voulait d^montrer. 

II convient de remarquer encore que la limite inf^rieure des valeurs de 
|cosii»|, qu'on vient de d^terminer, ne coincide pas avec la valenr mini- 
mum que cette fonction prend, quand» d^crit la courbe |cos»| = c. Les 
ordonn^es des points de cette courbe oü |cos m\ devient minimum doivent, 
en effet, Stre calcul^es par T^quation 

(e'-^'~e-'-0 sin 2x' = (e^^' -e"'^') sin 2nx\ 



f 
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qa'on obtient en appliqoant la m^thode des maxima et minima k la fonution 
u\ en y dliminant d'abord x an moyen de rdqaation 

(c'-' + e-'-y = 4[cH8in'«'] 
de la coorbe consid^r^e. 

5. Cela pos^, nons allons considörer la formale qai r^solte de (1.) 
en y posant o = 1, /9 = 1, ..,, A = 1, c'est-k-dire la formale d'interpolation 
de LttMgrauge'. 

Co.) f{x) = 0(x) + R(x), 



C6.) 



(Ol - ",) (o, - oj • • • («. — o».) ' ^ 

+ 

(» — a,)(x-o,)--(a;— a^-,) . . 
"* (a,,.- a,) (a. - o,) •.• (o„,-a„._,)' ^ •"^' 



aveo Texpression da reste donn^e par Hermile 

C7.) R(x) = .^ r K») (^-o,)--(y zg.O.. 

et, en supposant que le contour A de Taire dans la quelle la foiiction /*(«) 
est liolomorphe, soit une clrconf^rence de rayon 6gal k p, avec le centre dans 
Vorigine des coordonn^es, et que Ö1, «21 • ? ^^m repr^sentent des nombres r^els 
couaprig entre — A et +A, nous allons chercher un ensemble de valeurs de 
^ telles que 0{x) tend vers f(x\ quand m tend vers Tinfini. 

En employant premi^rement pour ce but les in^galit^s (4.), nons 

renciarquerons d'abord que les circonf^rences de rayon 6gal k|fl| + A et 

*y^Tit leur centre dans le point d'affixe a, qui correspondent aux valeurs 

Qö^ prend a entre les limites — A et +A, sont placöes dans Taire limit^e 

P^^^^ les circonf^rences C et C\ de rayon respectivement 6gal k A et k (», 

*^^^nt leur centre dans Torigine des coordonn^es, si p > 3 A. On a donc, 

P^'^-^r toutes les valeurs de x repr^sent^es par les points de Taire limit^e 

P^'*^ C et pour toutes les valeurs de z repr^sent^es par les points de la cir- 

^<>^^förence C, 

|a:-o|<|o| + A, |«-o| > p-|fl| > p-A, 

^* 3)ar cons^quent 

On a donc le th^or^me suivant: 
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r 



Si la fonction f(i) est holomorphe dans Vaire limilee par la circon 
rence C, que x represenie Vafßxe (Cvn point de Vaire limitee par la circon 
rence C, et que a,, az^ ... soient des nombres reels compris entre —h et h^ 0\ 
tend vers f(x), quand le nombre des qvanlites o^, a^^... tend eers Vinßni. 

II convient de remarquer qu'on arrive ä la mSme conclasion en sup 
saiit qoe la fonction f{z) soit holomorphe seulement dans la partie de Tu 
du cercle C qui coYncide avec les aires des cercles de rayon 6gal ä 
avec leur centre dans les points (A, 0) et (— A, 0). 

6. Les nombres ai^a^^a^^... qui entrent dans la doctrine ant^rie 
peuvent 6tre choisis d'une mani^re arbitraire. II convient donc qu'on 1 
donne des valeurs telles que 6(x) tende le plus rapidement possible v 
f{x). Nous leur donnerons donc les valeurs 

n 



(8.) 



, '• L 371 , (2w — 1)71 

h cos -r-. h cos -^r-. ..., Acos^ — ür— , 



qui sont celles qui satisfont k cette condition, comme Tchehiche/f Ta fait v 
En posant alors 

0? = Äcosar,, P(x) = (aj-ö,) ... (rc— a„,), 
on trouve 

P(x) = A»^cos JT, — cos^) (cosar, — C08-^j '-(cos a?! — cos ^ ^\7 --) 
= A" (cos^ Xi — cos^ ^) (cos^ Xi — cos^ ~) • • • (cos^ Xi — COS^ "~2~") 

, , . / TT \ . /StT \ . /(n— 1)71 \ 

X 6in(-^^ + x,)8in(|^-f-x.)...8in(^-^^:^-x.), 
quand » est an nombre pair, et 

Pix) = A-8in(^-ar.)8in(^-x.)...8in(^-^?^=|^-x,) 
. / 71 , \ . /Stt , \ . /(w — 2)7r , \ 



X 8in 



(i^-*0' 



quand n est un nombre impair. Et de ces formules et des suivan 
donn^es par Euler dans son Introductio in Analysin infinitorum: 
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ouverte et ne conpe pas cet axe, quand Q>h. Dans le premier cas, U 
valeurs de Zi qui correspondent anx points oü la courbe coope Taxe d( 
abscisses sont reelles, et dans ces points on a |cosit«i|^l, quelqae gran 
que soit n: dans le second cas, la plas petite valeur que prend |cosits, 
quand «, d^crit la courbe considör^e, tend (n** 4) vers Tinfini, pour « = oi 

D'nn autre c6t6, si Ton suppose que x soit une quantit^ r6ell< 
comprise entre —A et A, Xi est aussi une quantit^ röelle, comprise entr 
et 71, et on a |cosiia:i| <; 1. 

De tout ce qui pr^c^de 11 rösulte que la plus grande valeur que pren 

I — ^^ , quand z döcrit le contour A^ tend vers z^ro, pour « = oo, si i 

est un nombre r^el, compris entre — A et A; et que, par cons^quent, on s 
pour ces valeurs de x^ 

limÄ(a:) = 0. 

11 = 00 

Nous avons donc le thöor^me suivant: 

Si la fonction f(x} est holomorphe dans Faire limilie par une cir- 
Conference de rayon egal ä q ayant son centre dans torigine des coordonnie 
et que x soit une quantiti reelle comprise entre —h et h, et (f^h, la valeu 
que prend 0(x), quand on donne ä Oi^ dj^ ^3^ ••• l^ valeurs (8.), tend eer 
f(x), quand n tend eers Finfini. 

En comparant ce rösultat ä celui qu'on a obtenu dans le n"" 5 e 
en considörant seulement les valeurs reelles de x^ on voit que dans 1< 
thöor^me qu^on vient de dömontrer on fixe k ces valeurs les limites (—(',(') 

moins ötroites que Celles (— op? öq) qu'on avait 6t6 obligö ä leur fixer ei 
faisant usage des in^galit^s (4.). 

7. On peut g^n^raliser facilement la doctrine qui pr^c^de en V^tendan 
aux valeurs complexes de x^ comme on va voir. 

On a, en eflFet, en posant oji = a+t/3, 

I cos HXi Y = cos na [^ — ^ — j + sin"^ na \^ ^ ) 

et (n" 4) 

|cosii«J>ke'^-6-"'), 



/ 
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oh 



l = log (c + }f^-l) = log ?±]^tA' , 

ig ^tant l'affixe d'an point quelconque de la courbe | cos ^i [ = c; et, par 
cooa^Qent, 



cos nx. 



COSItiS, 






Mais 



^*ß -L ^ -«/? g«)? e"*^ 



lors<|ae |/?|</. 



Donc la plus grande valeur que prend — - , quand ^i d^crit la 



C08rii5, 



coiirbe |co8»i| = c, tend vers z^ro, pour « = 00. 
II r^snlte de ce qui pr^c^de qu'on a 

f{x) = lim0(aj), 

MS« 

qttÄwd 

l^l<log?-±f^. 

Considörons, en particnlier, les valeurs de x qui sont les affixes des 
Points de la clrconf^rence de rayon pi ayant son centre dans Torigiiie des 
^^oordoDDÖes, et soit q^ <Z q. Les valeurs correspondantes de Xi sont 

repr&ent^es par les points de la courbe |cos jri| = ^ = Cj, et, par con- 

a^quent, pour qu'on ait, pour toutes ces valeurs de a?, lim 0(x) — f(x)j il 

auffit que cette courbe -ci soit ä Tint^rieur de la bände limit^e par les 
draites y = — / et j( = /. Or, comme la plus grande valeur absolue des 
ordonnöes de la courbe |cosiCi| = c^ est ^gale k log(Ci + l^cJ+l), la condition 
^nonc^e est remplie quand 

log (p, + J^^TM^) < log (p + l^i^ 
^^1 par cons^quent^ 

II r^sulte de cette in^galit^ la suivante: 

et Qoiis avons donc le th^or^me saivant: 

17* 
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Si la foncHon f(x) est holomorphe dans tinterieur de la drconference 
de rayon egal ä q, ayant le centre dans Vorigine des coordonnees, et que x 
sott raffixe d*un point de faire du cercle de rayon 6gal ä q^ ayant le centre 
dans le m&me point y et si est p^>p?+A^, la fonction Q(x) tend eers f(xj 
quand n tend vers Cinßni. 

Ce thöor^me contient comme cas particulier celui qui rösulte du 
thöor^me obtenu dans le n"" 5 en y donnant k 01,02,03,... les valeurs (8.), 
lequel correspond au cas oü pi = ä et p > 3A. 

8. Nous alloDs noas occuper maintenant de la d^termination du 
degr6 d'approximation avec laquelle le polynöme 0(a:), correspondant ä 
une valeur de n donn^e, repr^sente la fonction f(x), en continuant ä supposer 
que f{x) soit holomorphe dans Taire limit^e par la circonförence de rayon 
p ayant son centre dans l'origine des coordonn^es, que x soit un nombre 
r^el compris entre - A et A, et que Oi, 02, 03, ... repr^sentent les nombres (8.). 

Pour Studier cette question nous partirons de la formule 






qui donne, en repr^sentant par M un nombre 6gal ou sup^rieur k la plus 
grande valeur que prend | /*(«)! , quand ^5 d^crit la circonf^rence ^4, et par B 
un nombre 6gal ou inf^rieur ä la plus petite valeur que prend IcosusJ, 
quand z d^crit la m6me circonf^rence (et par cons^quent a, la courbe 
|cos All = c), et en remarquant que |«— a?|^e — |a:|, 

(\C\\ Rr^\^ ^ilf |co8iia?,| 

Or on a d^jk vu que 

I cos nz,\>\ [(c+ J^?^)- - (c + 1/?^1)-"], 
et on peut donc poser 

L'expression (10.) de la limite de l'erreur qui r^sulte, quand on prend 
pour valeur de f(x) la valeur de 0(a:), correspondante ä un nombre n 
donnö, depend de x. On en tire la suivante, ind^peudante de cette variable, 
applicable ä tout Tintervalle (— A, + A): 
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On peat obtenir d'ane mani^re facile la valeilr qa'on döit attribner 
k m poar que |A(a:)| soit inf^rieur k uii nombre donnö d'avance J. II Bnffit, 
en effet, de satisfaire k l'in^galit^ 

qai doune, en posant . ^yLN » = «? 



et, par cons^quent, 



oa 

log(c+j/c'-l)* 

On obtient donc le nombre demand^ en cbercbant le plus petit entier 
qui satisfait k cette in^galit^. . 

La doctrine qui pröcöde est applicable ä l'^valaation approch^e des 
iat^grales döfinies. On a, en effet, en repr^sentant par a et 6 deux nombres 
compris entre — A etÄ, 

/*V(«) dx = f'0(x)dx+ f' H(x) dx, 

a a a 

et, en supposant 6>o, 

a 

Donc 

r f(x) dx = lim f 0(x) dx. 

a a 

L erreur qui r^sulte, quand on prend le nombre / 0(a?) dx^ correspon- 

a 

*^^t ä une valeur de n donn^e, pour valeur de j f{x) dx^ est inf^rieure ä 

a 

QM^b — d) 
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Si Ton veut d^terminer la valear qa'on doit attribaer ä n pour 
qae cette errear soit inf^rieure ä an nombre donnö J, oa pent recoarir ä 
l'inögalit^ 



oü 



log(/;+l/c'-l)' 



D ilf (6 — a) ,, N 



Le plas petit entier qai lui satisfait est le nombre demandö. 

9. La doctrine qni pröc^de pent 6tre ötendne an cas oü la fonction 
f(z) est holomorphe dans Taire limit^e par nne circonförence de rayon q 
ayant le centre dans le point (a, 0), et oü x repr^sente nn nombre r6el, 
compris entre a--h et a+A, et 01,02,113,... repr^sentent les nombres 

o+AcoSg^, a+AeoSg^, ..., o+Acos^^ — 2n'' 

Eu posant, en eflFet, a? = aj'+a, on voit qne f(x' + d) est nne fonc- 
tion de x' holomorphe dans Taire limitöe par la circonf^rence de rayon q 
ayant son centre dans l'origine des coordonnöes, et qui prend les valenrs 
f(^i\ fif^i f(fli)} •••) qwand on donne ä x les valenrs 

AcoSö-, ÄcoSö— , .... Acos^^ — o 
2fi' 2ii' ' 2fi 

On a donc, qnand les conditions indiqn^es aux n"" 5, 6 et 7 sout remplies 

f(x'+a)^ lim 0(x') 

n — p 

et, par cons^quent, 

f(x) = lim 0(x—d). 



10. Voici encore un antre cas oü la condition g^n^rale ponr la conver- 
gence de la formale d'interpolation de Lagrange, considdröe dans le n"* 5, 
condnit ä des r^nltats, qni nons paraissent offrir qnelqne int^r^ et qn^on 
ne pent pas tirer des inögalit^s (4.). 

Snpposons qne les nombres o^ 02, o^^... soient encore röels et, denx 
ä denx, ^ganx et de signes contraires, et qn'ils soient compris entre — A et 
A. Snpposons anssi qne la fonction f(x) soit, comme dans le n"" 6, holo- 
morphe dans Taire limitöe par nne circonf6rence de rayon q ayant son centre 
dans Torigine des coordonn^es. 
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D'un autre c6t^, on trouve au moyen de rexpression 

qae la plus petite valeur qae prend {s^— a^|, qaand z d^crit la circonf^rence 

oü p>&i, est ^gale ä p^— a^ 

Nous avons donc, ponr tout point ss de la circonf^rence consid^r^e, 

et par consöquent 

En rempla9ant maintenant a par les nombres di, 02,03, ..., et en 
snpposant 



on trouve les in^galit^s suivantes: 



X —a] 






x'—al 



<^'<^ 



au moyen desquelles on voit qu'alors on a 

f(x)=:V\m 0(x). 

Nous avons donc le th^or^me suivant: 

Si la fonctioH f(x) est holomorphe dans le cercle de rayon egal ä q, 
ayant son centre dans Vorigine des coordonnies; si Oj, €h, (h9""i 9ont des 
nombres reels, compris entre — A et h^ deax ä deux egaux et de signes con- 
traires; et si x reprisente Vafßxe d*un point de Vinterieur de r ovale de 
Cassini (C), Ofx) tend vers f(x)y pour c = 00, quand on a 

Si, en particulier, x est un nombre r^el, compris entre — ä 1^2 et A V2, 
et p>>AV3, 0(x) tend vers f(x)j quand v tend vers l'infini. 

De ce qui pr^c^de et de (10.) on tire encore les in^galitös suivantes, 
lorsque x est r^el: 

dont on le m€me usage qne des in^galit^s analogues consid^r^es dans 
le n" 8. 
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11. Noüs terminerons la premi^re partie de ce travail en ^tendant 
la formüle (2.), qui a &t6 le point de döpart des recherches pr^cödentes aax 
foactions qai admettent des p6les ou des points singuliers essentiels, en 
nombre fini, ä rintörieur da eontonr A. 

Soient 6ti ^a, ..., ^jk ^^^ points. On sait qn'il existe alors Ar döveloppe- 
ments respectivement ordonnös snivant les puissances enti^res et positives 

de — 37r"i _, , .... _ , que noos d^signerons, snivant Tnsage, par 

tels que la fonction F(x) döfiaie par Tögalit^ 

est holomorphe dans l'aire consid^r^e. Donc on peat lai appliqaer la 
formale (2.), et il vient 

FCx") = n(x) + — rn^ )ix-a,y(x-a,y...{x-a„y 

r[x)- "W-\-2i7tJ (i-x)(i-a,y(t-a,y...(i-a„,y "*' 
oü £7 (x) repr^sente ane fonction enti^re de x, qai satisfait aax conditions 

n(a,) = F(aO, n\a,) = F'(a.), ..., /^-»(a,) = F("-')(aO, 

/7(aJ = F(o„), /7'(aJ = F'(a.),..., A7(^-')(a,.) = F('-')(a„), 

oü i^(a,), F(oa), ...,F'(oi), ^'(oj),... sont des nombres qui d^pendent des 
Talears qae prennent f(x) et ses d^riv^es dans les points a,,»^,... . 
Mais on a, en posant P(a;) = (x— a,)"... («— o„y, 

J (% -X) P{z) "* -./ {^-x)P{z) *** ,a J (s-x) F(,) "*' 

^ A A 

et, k cause de T^galit^ 
on a aassi 

'oornal für Hatbematik Bd. CXXVI. Heft 2. 18 
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Or dans cette formale il entre Tint^grale de la fraction rationnelle 

1 

(^-x) (a- 60' (a-a,)- ... (a-a„,y ' 
et il suffit qu'oii remarque qae le degr6 de son num^rateur est ^gal ä 
et qae celai de son d^nominatear est sapöriear ä 2 poar conclare, en 
employant an th^or^me bien conna, qa'on a 



/■ 



di = 0. 



A 

Noas avons donc la formale saivante: 

A 

qa'on voalait d^montrer. 

IL 

Sur la convergence des formules d'interpolation trigonometriques. 

12. Soit f(x) une fonction holomorphe dans Vaire limit^e par ane 
coarbe ferm^e Ay et supposons qae cette coarbe soit enferm^e dans la 
bände comprise entre les droites paralleles k Taxe des ordonn^es dont les 
abscisses sont Egales k —^n et ^n^ et qa'elle contienne ä rint^rienr les 
poiuts d'affixe Xj 01,02, ..., a^. 
Alors la fonction 

F(i) = f (g) sJP (x— oj8i n(a? — qJ .. . sin ( x—a„) 
^ ^ sin (ä — jr) sin (a — a, ) sin (a—d,)... sin (» — (!„) 

a, dans l'aire consid^r^e, les p61es x, 01^02^... ja„,; et, en appliqaant donc 
k rint^grale 

(12.) R(x)==^l^fF(z)dz 

A 

le th^or^me fondamental de la thöorie des rösidas, on troave la formale 

(13.) /(a:)=¥'(ar)+Ä(a;), 

oü 

iff(x) = sin (x - o,) s in (x— a,) . . . ain (a; — a^) ., . 
^ ^ 8in(o, — a,)8in(a, — a,)...8in(a, — a„) ' ^ '^ 



(14.) 



sin (a; — g, ) sin ( x — a J . . . sin (x — g,,,) . . 
sin (a, — a,) sin (e, — aj ... sin (e,— a„) ' ^*^'' 

+ 

_8in ( x— a,) sin (x— a J . . . sin ( x— a„_,) , 
sin (a„,—a^) sin (a„ — a,) . . . sin (a„. — a„_,) ' ^ "^ ' 
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si m et an nombre pair, et 

lW(x)=^ i4^_xC08(iii — 1) a: + i4„,^3 cos (w — 3) a:H h-42C082a;-| . 

[ 4- ß;„_i8in(iii— l)a:+ß„_3 8in (m-3) x-\-'' + B2^in2x^ 

8i m e8t an nombre impair. 

Aa moyen de' Tanalyse qai pr^cfede on d^montre non sealement 
possibilit^ de r^duire toajoars W{x) aux formes pr^c^dentes mais on pc^^^ 
d^terminer, en chaqae cas particalier, les coefficients A^^ A^y A^^ ..., ßi, ßj?- 
On peut aassi, la possibilit^ de cette r^duction ^tant ^tablie, d^terminer c^ ^ 
coefficientsan moyen des ^qaations 

qui sont du premier degr^ par rapport k ces qaantit^s. 

14. En passant maintenant k Stadler la convergence, poar m =^ oo^-^^^ 
de la formale d'interpolation qa'on vient de consid^rer, ce qui est le principalE « 
bat que noas avons en vue, noas remarqaerons qae les formales (12.) etrV 
(13.) fönt voir qae la condition g^n^rale poar qae W{x) tende vers^(a:), poar -^ 
m = cx), est qae la plas grande valear qae prend 

sin (a; — g,) sin {p^^^^) •••sin (a? — a,„) 
sin (»— ö, ) sin (ä— a,) • • • sin (» — aj) ' 

qaand s d^crit le contoar A^ tende vers z6ro ; et qae, par cons^qaent, ce sont 
des conditions süffisantes poar cette convergence qa'on ait, poar les m6mes 
valears de », 



(18.) 



sin {x—a^) \ sin {x — a,) 

sin(» — aj ! ' 8in(Ä— a,) 



<«, 



e 6tant ane qaantit^ arbitraire inf^rieare ä Tanit^. 

Les consid^rations qai pr6c6dent noas mfenent ä poser le problöme 
saivant: le contoar i4 et les points ai,a2)a3)-- ^tant donn^s, d^terminer 
Tensemble des valears qu'on doit donner ä x poar qae V{x) converge vers 
f{x)^ qaand le nombre de ces points tend vers Tinfini, oa, aa moins, ane 
partie de cet ensemble; oa, r^ciproqaement, 6tant donn^es ces valears, 
d^terminer A. 

On ne peut pas r^soadre ce problfeme d'une manifere g^n^rale, mais 
noas allons T^tadier en divers cas qai noas paraissent oflFrir qaelqae int^rßt. 

15. En consid^rant premi^rement an cas qai noas condait ä employer 
les in^galit^s (18.), soient a^.a^^a^^... des nombres r6els compris entre — A 
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et Ä et /9 une quantit^ qui satisfasse aux conditions Sh<iß<:^ n^ et consi- 
d^rons les ovales repr^sent^s par les ^qaations 

|sin s| =3 sin ß, |sin «| = sin A, |sin z\ = sin 3A, 
|sin(Ä-a)| = sin(|fl|+Ä), 
oü a repr^sente une quantit^ arbitraire comprise entre — A et A, lesqnels nous 
d^si^nerons par L, L\ L" et L^. 

Uovale La est tangent k Tovale L\ et en ^crivant leurs ^quations 
sous la forme suivant, en posaiit pour cela « = x' + iy\ 

cos^ iy' = sin' h+ cos^ o:', 

cos' iy' = sin' (|fl| + h) + cos' (o:' — «), 

on voit qu'ils n'ont pas d'autres points communs. 

On voit de la m6me mani^re que Tovale L^ est tangent k Tovale 
l" et que celui-lk est k Tint^rieur de celui-ci, quand le param^tre a est 
%al k ±A. 

Qaand a varie depuis — A jusqu'k A, Tovale L^ varie, mais 11 ne 
coupe jamais L", ni par cons6qaent Z, qui est ext^rieur k L'\ II reste 
dono k rint^rieur de Taire lirait^e par L et IJ. 

Nous avons donc, en repr^sentant par x Taffixe d'un point quelconque 
de l'aire limit^e par L\ 

\ sin (x— o) I <C sin (I a I + A) <C sin 2 A. 
D'un autre c6t6 Tovale L et Tovale repr^sent^ par T^quation 
I sin (» - fl) I = sin (/5f~| a |) 
®^*^t tangents et le deuxifeme est k Tint^rieur du premier. Donc on a, pour 
toot point s de L, 

|sin(»~fl)|>sin(/?-|a|)>sin(/3-A). . 

Nous avons donc 

sin (x — a) j 8in2A - 

sm(»— a) I ^siniß-h)^ 

Comme cette in^galit^ est remplie quand on donne k a les valeurs 
^1 y a2)03)**«) on peut 6noncer le th^or^me suivant: 

St la fonction f(z) est holomorphe dans Vaire limitee par r ovale L et 
^*3 €M^iya^y .,.,sont des nombres compris entre — A et A, V(xJ tend vers f(x)^ 
P^«w m - 3c, quand x est l'affixe d'un point quelconque de faire limine par 
f ot>afe L'. 



\ 
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16. C'est dans le cas des fonctions p^riodiques que se prösentent les 
plus interessantes applications de la doctrine du n"" 12. Nons allons nous 
en occuper maintenant. 

Soit f(ß) une fonetion holomorphe dans la bände infinie comprise 
entre deux droites paralleles k Taxe des abscisses, Y=l et Y=^f^ et 
suppoBons que cette fonetion soit periodique et que sa p^riode soit ^gal k n. 
Sapposons aussi que le nombre des quantit^s 01,02, Oj, ...^a^» soit impair et 
que A repr^sente un rectangle form^ par les deux droites pr^c^dentes et 
par les droites, paralleles k Taxe des ordonn^es, dont les ^quations sont 
X=^ -^ et X^ ^. 



On a alers 



'*(*) = 27^ [ /' ^(») ***+ / *" ^(») ''» 



-f+« 



t-</ 



-^ + ii' 



-^ + « 



+ f ' F(i)d»+f ' f(»)rf»], 



y + «' 



-^+ii> 



et aussi, k cause de la p^riodicit^ de la fonetion F(s), 



J- + '" 



y" F(i)dz=f F(»)rf8; 



-y + « 



et par cons^quent 



^ + «' 



-^+.-. 



y+.i' 



On voit au moyen de cette formule que la condition pour que V(x) 
tende vers f(x)j quand m tend vers Tinfini, est que la plus grande valenr 

que prend 

sin (x^a^) sin (a; — a,) ... sin (a? — o,yi) 
sin (» — a,) sin (ä — a,) . . . sin (» — o,,,) ' 

quand 9 d^crit les cöt^s du rectangle A paralleles k Taxe des abscisses, 
tende vers z^ro, et que ce sont des conditions süffisantes pour cette convergence 
qu'on ait, pour les mdmes valenrs de 9, 



8in(a? — o ,) 
sin(» — 0,) 



sin(x — aj ' 
sin(» — a,)| 



f 
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i ^tant, comme ant^rienrement, une quantit^ arbitraire, inf^rieure k I'unit^. 
Comme dans ce cas m est an nombre impair, ^(^) ^t d^termin^e 
par la formale (14.) ou (17.). 

17. Poar faire ane premi^re application de ces r^altats, consid^rons 
la coarbe d^finie par r^qaation 

|8in(»— fl)| = c, 

et sapposons qa'on ait c>» 1 et qae a soit an nombre r^el compris entre — ^ 

et ^. Cette coarbe est alors compos^e de deax branebes sym^triqaement 
plac^es par rapport ä Taxe des abscisses et eile a an nombre infini de 
points oü Tordonn^e est minimam, en valear absohie, plac^s sar les droites 
dont r^qaation est 

(20.) K=±log(c+y?^). 

On a done, poar toate valear de x comprise entre ces droites, 

|sin(a:— o)| < c 
Consid^rons aassi la coarbe d^finie par l'^qaation 

|sin(«-a)| = /3, 
et soit ß> c. Cette coarbe est placke aa-dessas de Tant^rieare et eile a 
nn nombre infini de points oü la valear absolae de Tordonn^e est maximam, 
plao^ sar les droites dont l'^qaation est 

(21.) y = ±iog(^+i^^MT). 

On a donc, poar toate valear de s repr^sent^e par an point de ces 

droites, _ 

|8in(»-fl)r>/9>c. 

II vient, par cons^qaent, 

8in(x--a ) ^ c_ . 
sin(a— fl) ^/?^ ' 

^^ ensaite, en repr^sentant par ai,a2,... des nombres r^els, compris entre 

Z^ .n 

2 et 2' 

sin (x — gj c sin (x — g,) c 

8in(»-a,) ^^' 8in(«— aj ^ ß'"' ' 

Noas avons donc le th^or^me saivant: 

St la fonction f(z) est holomorphe dans la bände comprise entre les 

"^oiie$ (21.) et que ^i , o?, . . . , a^ soient des nombres reels, compris entre —^ et ^^ 



138 Teixeira, t iir la coneergence des formutes iinierpolaiion de Lagrange, de Gavss. 

V(x) tend vers f(x)y pour m = oo, qvand x reprisenle Cafßxe d^vn point 
de la bände comprise entre les droites (20.). 

18. En continuant T^tude du cas que nous venons de consid^rer et 
en Bupposant maintenant que x soit r^el, nous allons indiqaer nne propri^t^ 
des coefficients qni entrent dans la formule (17.), qa'il convient de remarqner. 

Soit M la plus grande valenr que prend |/(«)l quand ss d^crit les 
droites qni limitent la bände oü cette fonction est holomorphe, et B la plus 
petite valeur que prend |8in(3— a;)| quand s d^crit les mdmes droites et x 

varie depuis — ^ jusqu'ä ^. On a, en remarqnant que B est diff^rente de z^ro, 

i«wi< !(?)"• 

De r^galit^ 

f{x)= V(x)+R(x) 

et de rin^galit^ pr^c^dente il r^snlte 

n n 

~ 2 



f f(jx) cos kx dx = lim f V(x) cos kx dx 



IL 

2 



[2 2 

^m-\ f cos(iii— l)a:cosftirrfx+ --filo f coBkxdx 



+ ßm-i / sin (w—1) a: COS ftajrfxH 1-^2 f s\n2x co^ kx dxL 



2 2 



OÜ Ar repr^sente un qaelconque des nombres pairs m— l,fii — 3, ..., 2, 0. 

Mais on a, en repr^sentant par k' an qaelconque de ces m^mes 
nombres, 

COS kx cos & a: rfo? ~ 0, / cosij? sin ft a; rfx = 0, 

_ TT _n^ 

2 2 

. n_ TT 

j cos^ kx dx = ,^, r sin^ Aar rfa; = ^. 
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Donc 

lim ^0 = - / f{x) dx, 

2 
n 

2 r^ 
lim -4jt = - / ^(a:) cos fta? rfar, (*:>o). 

n 
1 

On 'ti'oave de la m^me mani^re 

n 

lim Bk = - I f(x) sin /ra: rfo:. 

n 

19. II est facile de voir que tout ce que nous venons de dire k T^gard 
du eas oü la fonetion f(i) a la periode tt, a aussi lieu qnand cette fonction 
satiöfSait ä la condition f^^^+n) = — /"(«). Mais alors il faut que le nombre 
m soit pair^ pour que la fonction F(«) ait encore la periode ti; et, par con- 
s^quent, la fonction W(x) est donn^e par la formule (16.). 

20. Nous avons suppos6, dans tout ce qui pr^c^de, qu'on choistt 
d'axie mani^re arbitraire les nombres 01,029 ^f* • Nous allons maintenant 
consid^rer quelques nombres particuliers qui conduisent k des cons^quences 
remarquables. 

Supposons premi^rement que la fonction /*(«) admette la periode 71, 
qae Taxe des abscisses soit ä Tint^rieur de la bände infinie, limit^e par 
deax droites qui lui sont paralleles, dans laquelle eile est holomorphe, et 
qa'on donne k 01,02,039... les valeurs 



(22.) 



n Sn bn (n — 2)« tin 

2w' 2n' 27i^"'' ~~27i ' 2^' 

n Zn ^bn __ (n — 2)n 

2^' " 2n' 2^'' 2ii ' 



^ ^tont un nombre impair. 

On voit alors, au moyen de la formule (ß.) (n^'ß.) que 

sin (x — oj sin (j — g,) * " sin (x — o^) _ cos n x 
sin(» — a,)sin(Ä— «,)••• sin (ä — a«) ~" cos«»' 

et, par cöns^quent, 

(23.) R(x)^^ f^^^") ^-^f-"-*- d». 

^ ^ ^ ^ txn J 8in(a — x) cos 112 
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II en r^sulte que la condition poar que V(x) tende vers f(x)^ quand n 

tend vers rinfini, est que la plus grande valeur que prend , quand % 

d^crit les droites qui limitent la bände consid^r^e, tende vers z^ro. 

Or, en posant « = x^ ^ig^ on trouve Tidentit^ 

|C08ii»| = COS «o: (^ 2 )^w^nx\^ ^ J, 

au moyen de laquelle ou voit, en posant premiferement y' = ± / et en appli- 
quant ensuite la m^thode des maxima et minima, que la plus petite valeur 
que prend |cosi»»|, quand ^ d6crit les droites y' = — / et y' = /, est 6gale ä 

Ä»' — «-"' 

et qu'il tend, par cons^quent, vers Tinfini, pour if = oo. 

Ü'un antre c6t6, en posant x ^ a-\%ß et en ayant ^gard ä Tidentit^ 

I cos nxY = cos na y ^ j + snr na (^ ^ ) ? 

on trouve 

cos na? 2 /eß + e-'^ßy? . . 2 /c»/»— c-"^\^ 



cos It2 



quand s repr^sente un point quelconque des droites y' = / et y' = — /. 
Mais on a, quand \ß\<il^ 

fl^ß -i- ^"^ß ^nß ß- nß 

lißi —7 -7 = 0, lim —-, -f = 0. 



I cos HOC 

On conclut donc que la plus grande valeur que prend , quand s 

d^crit les droites y' = — / et y' = /, tend vers z6ro, quand 11 = 00, si le point 
d'affixe X est k Tint^rieur de la bände limit^e par ces droites. 

Nous avons donc le th^or^me suivant: 

Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bände comprise entre deux 
droites paralleles ä faxe des abscisses et 6quidislantes de cet axe, et perio- 
dique, sa pMode etant igale ä tt, la fonction V(xJ, quon obtient en donnant en 
(14.) ou (17 J ä Ol, 02^ ... les valeurs (22.) , tend vers f(x)j quand n tend vers 
rinfini, si x represente un point quelconque ä finlMeur de la bände considirie. 

21. La fonction VQc) prend, dans le cas qu'on vient de consid^rer, 
deux formes simples qu'on pouvait d^duire des formules (14.) et (17.), mais 
qu'on obtient d'une mani^re plus facile en partant directement de l'int^grale 
(23.) et en lui appliquant le th^or^me fondamental de la th^orie des r^sidus. 



r 
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En effet, en repr^sentant par a an quelconque des nombres (22.), et 
par H le r^sida de la fonction 

F(») = ^-^«^^ . 
^ ^ sin(» — x)co8n» 

par rapport ä son pole a, on tronve 

^ _ jj^^ h f(a + h)cosnx ^ ^ f(a) co s wj; 

^_„ sin {a-\-h^x) cos n (a -f h) n sin (o — «) sin na'^ 

et psur cons^qnent 

y.(a:) = -.??^^^-. 0?^ ,, 

^ ^ n smnasm{x — ay 

oxx 

.^^e\A \ iwrf \ COS na? — , . f(a) 

C24.) ^{x) = -2^8111 na —^ -^, 

oii ex repr^sente les iiombres 

Ayant obtenu ainsi la premifere expression de V(x) nous allons en 
d6cluire la seconde. 

Posons, pour cela, dans Texpression ^-7-37^, qui entre dans la for- 
mul^ qu'ou vient de trouver, e" = / et e** = i.. On trouve 

cos na: ^ af»-«''" + ^ 



et, par cons^nent, 

_C08nX_ _ j-rg.[(n-l)ar + aj I ß<[(«-3)» + Jfl] , ... 

8in(x — a) L T^ ^ 

^ ß»[(3-»i)» + (2«-3)a] ^ g<[(l-ii)x + (2«-l)«J1 

o^i 2i cause de l'identite e'»'« = e^^'^^'^'"' = - 1, 



cosnx 
sin 



g^ = -2[sin((n-l)a:+a)+8in((ii-3)a: + 3a) + -.. 

+ 8in (2 a: + (» — 2) a) + 2^^^ '•^J- 
On a donc la formule 

V(x) = |-^8in na [sin ((n- 1) a:+o)+8in ((n-3) « + 3«) + - 

+ 8in(2a: + (n-2)a) + ^'^]/^(a), 
19» 



L 
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OU 



oü n est impair, et 



A. = ^ -^/^(a), 



2 2 

-4jfc = - -2" sin na /"(a) sin (« - A) a = - -2'/'(a) cos fta, (* > «o 

2 2 

ßjt = - -^sin ita /"(o) cos (» — 4)0 = - ^f(a) sin Aa. 

Ces formules donnent imm^diatement les propri^t^s suivantes des 
constantes Aj^ et B^: 

71 

1 r^ \ 
lim i4o = - / f(^) äx^ 



2 r'^ 
lim i4* = - / f(x) cos fta: rfa:, 



2 z*^ 
lim Bj, = - I f{x) sin kx dx , 



qui col'ncident avec celles qa'on a donn^es dans le n"" 18 poar le cas ot 
öi,fl2, Ö3, ... repr^sentent des nombres arbitraires, compris entre ""2 ®' 2* 

22. Soit x une quantit6 reelle et Jtfi et ilfj les plas grandes valeun 
que prend \fQb)\^ qaand z d^crit les droites qui limitent la bände dani 
laquelle f{fi) est holomorphe. En remarquant que les plus petites valeun 
que prennent alors |sin(s— a;)| et Icosn«! sont Egales ä 

2 ' 2 ' 

on trouve Tin^galit^ 

qui donne une limite sup^rieure de l'erreur qui resulte, si Ton prend la fonctioii 
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^^(o;), correspondant ä une valeur de n donn^e, poar valeur approch^e de 
1 a fonetion f(x). 

De cette in^galit^ on tire encore la suivante: 



\R(x)\< ^<^*^-+^' ) 



|ai est ind^pendante de x, et qni peut €tre employ^e ponr dömontrer qae. 
,\ a et ß repr^sentent deax nombres r^els, on a 

/'"/•(ar) dx = lim f^ ??(«) dx, 

a a 

5t que Terreur qui r^sulte, si Ton preud f W(x) dx pour valeur de / f(x) dx 

a a 

^8t inf^rieore ä 

2(lf,+ilf,)|^-a| 



On peut d^tenniner au moyen de Tin^galit^ 



la plus petite valeur qu'on doit donner k n pour que Terreur qui r^sulte, 
^i Ton prend V(x) pour valeur de f(x) soit inf^rieure k <J. 

23. Pour faire maintenant une application de la doctrine consid^r^e 
clans le n"" 19, supposons que la fonetion f(x) satisfasse k la condition 
/(x+n) = —f(x) et qu'elle soit encore holomorphe dans la bände comprise 
cntre les droites y =' —l et y = /, et supposons aussi qu'on donne k 
411,02,03,... les valeurs 

(26.) ±^'-=. (, = 0,1,2 ^), 

et que n soit pair. 

Au moyen de la formule (A.) du n"" 6 on voit qu'il est encore 

R(x) = /'F(*)rf* = f_moosn. rf 
^ ^ J ^ ^ J sin(» — xjcosn» ' 

A A 

et que F{fi) est p^riodiqae, et que sa p^riode est 6gale k n. On en conclut 
que le th^or^me d^montr^ dans le n* 20 a encore lieu, ainsi que la formule (24.). 
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Mais on doit Bubstituer k la formale (25.) la suivante: 

V(x) = i4,_i cos(ii— l)a:+i4^_3C08(n— 3)arH h-^icosx 

+ ß^-iSin (ii-l)a;+ß„«3 8iii (n—S)x-\ h^iBin x. 

Les coefficients A^ et B^ de cette formale sont donn^s par les memes 
relatioDS qae dans le cas ant^riear en y sabstitaant a par les valears (26.). 

24. Noas indiqaerons encore an aatre Systeme de valears de a,, 02, «3, ... 
qai, qaand la fonetion f(x) admet la p^riode ti, m^nent k des r^saltats 
convergents. C'est le saivant: 

= "^^ [i? = 0,±l,±2,...,±^(n-l)], 

n Stallt an nombre impair. 
On troave alors 

f^x) - V(ix)+R(ix), 
oü 

^ ^ 2%nJ 8in(5 — xjsinnz^ 

A 

(26.) W(x) = «ia^ ^(- 1)-' -J^^ , 

et on voit an moyen de cette expression de R (x) qae V(^x) tend vers f(x)^ 
poar n = 00, si la fonetion f{x) est holomorphe dans la bände limit^e par 
deax droites paralleles k Taxe des abscisses, ^quidistantes de cet axe, et 
X est Taffixe d'an point de son int^riear. 

On peat r^daire Texpression de V(x) k la forme saivante: 

V(^x) = I ^(-1)' {co8[(ii-l)a?+a]+co8[(ii-3)a?+3a] 

+...+ cos [2a:+(ii-2) a]+ ^=^} /(a), 



oa 



oü 



V(x) = A^_i cos (11 -1) x+A^^i cos («—3) x-\-' ' + A2 cos 2a:+i4„ 
+ ß„-iSin (11— l)a?+ß„_3sin (ii-3)a;-i h^2Bin 2a?, 

^ = - -2*(-l)V(o)cos(ii-ft)fl =1 -2*/^(a)cos*a, (*>«) 

ß» = I -2'(- 1)^ fia) sin (n-&) a = | -2:/(a) sin fto. 



I 
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25. Si la fonction f(x) satisfait ä la condition f(x + 7t) = -fix) et 
on clonne ä ai^a^i^j^«-- l^s valears 

oü ^» est an nombre patr, on trouve, comme dans le cas ant^rieur, que la 
foii.<^tion V(x\ d^finie par la forraule (26.)? tend vers f(x)^ quand « = 00, 
81 1^ fonction f(x) est holomorphe dans la bände consid^r^e dans le num^ro 
an1:^rieQr et x repr^sente an point de son int^riear. 

L'expression de ^(0?) peut 6tre r^duite alors ä la forme 

y(a?) = ^ -2:(-l)^{cos[(ii-l)a:+a] + cos[(n-3)a: + 3a] 



on 



oti 



+ ... + cos[a: + (ii-l)a]}/(fl), 

V(x) = A^,i cos(n — 1) x + i4,_3 cos(ii— 3) x-] \-Ai cosa? 

+ ß,-.i sin (« — 1) x+ ß,„3 sin («—3) a:+-- + B^ sin x^ 



^ = I -2'(-l)V(ö) cos (n-k)a = | 2f{a) cos ka, 
ß, = I -S- (-l)V(o) sin (n~A)a = | 2f{a)^mka. 
26. L'int^grale 

(27.) «, W = ji. -^-~-^-i- -^-T- rf. 

J Sin 2 (Ä-aj)8in ^ (»-o,)...ain ^ (»— ff.) 

^ondait ä des r^sultats analogues k ceux qa'on a obtenas aa moyen de 
l^int^grale consid^r^e dans le n"" 12. 

On troave, en premier liea, en sapposant qae A repr^sente ane coarbe 
ferm^e, placke k Tint^riear de la bände comprise entre les droites X = —n 
et X = 71, et que 01,03,03,... soient les affixes des points donn^s plac^s 
^ rint^rieur de Taire qu'elle limite: 
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OÜ 



^i (x) = 



+ 



sin 



1 



1 



2 (^ -a,)«!!! 2 (x — a,)...8in ^ (x — a«) 



na,) 



sio 2 (« — ajsiog (« -a,)...sin g (a? -a,n-i) 

+ — j 1 j /'(Ol 

sio 2 (a^— djsin ^ (j«- j,) ...sin g (a«— a^.,) 
ou, en proc^dant comme dans le n'' 13, 

W, (x) = A^_, cos ST (fit-l)a;+^m-3 cos s^ (i»-^3)a;+--+y4, cos ^ a? 



si m est an nombre patr, et 

y, (a:) = i4^., cos ^ (m-l) a:+/!^_3 cos g (i»-3)a;+..--f^o 

+ ß«_i sin 2 (m- 1) a: + ß^«3 sin ^ (fii-3) a;+- •-[-ßi sin a?, 

si m est impair] et on voit que !F, (o;) satisfait anx conditions 
^1 («0 = /^(öi). ^1 («.) = fia,), ..., ?F, (aj = /^(aj. 
Nous avons ainsi une formale d'interpolation consid^r^e par Garn 
(Werke ^ t III, p. 281) et une expression du reste au moyen d'une int^gra 
curviligne, laquelle fait voir qu'une condition pour que W^ (x) tende vers f(a 
pour in = oo, est que la plus grande valeur que prend Texpression 



(28.) 



sin 2 (a;—a,) sin ^ (sr-o,) ...sin ^ (ie—a„) 



sin 2 (a — a,) sin ^ (s — a,) ... sin ^ (a -o„) 



qaand s d^crit le contoar A, tende vers z^ro et qae ce sont des conditio] 
süffisantes pour cette convergence qa'on ait, poar les m^mes valeors de 



(29.) 



sin 2 (*— o.) 



sin 2 (»— a,) 



sin 2 («-«.) 



sin 2 (5 — a,) 



<:«,... 



e ^tant nne constante arbitraire, inf6rieare k Tanit^. 
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27. Snpposons que la fonction f{x) soit p^riodique, ga p^riode ^tant 
;ale k 2n^ et qu'elle soit holomorphe dans une bände infinie comprise 
^^Mitre deux droites paralleles ä Taxe des abscisses. On voit alors, comme 
cE-^tns le n"" 16, que dans ce cas la condition pour que rpi(x) tende vers 
^^ K^)y pour m = oo, est que la plus grande valeur que prend Fexpression 
^ ^^8.), quand z d^crit ces droites, tende vers z6ro, et que ce sont des conditions 
^maffisantes pour cette convergence que les in^galit^s (29.) soient remplies 
;^»^r les valeurs que z prend alors. 

On voit aussi, en proc^dant comme dans le n"" 17 et en remarquant 
€:g|[iie T^quation 

siUgC^-a) = c, 

^■r^^pr^sente, quand c>l, une courbe compos^e de deux branches infinies, 
i&;^m^triquement plac^es par rapport ä Taxe des abscisses, ayant nn nombre 

S:Bfini de points oü Tordonn^e est minimum, en valeur absolue, plac6s sur les 

<3.roite8 repr^sent^es par T^quation 



(30.) y=±21og(c + l/?^), 

tt que la courbe analogue repr^sent^e par T^quation 

8in2(»-o) =/?, 

oü /9>c>l, a un nombre infini de points oü Fordonn^e est maximum, 
^n valeur absolue, plac^s sur les droites dont l'^qnation est 



(310 Y^±2\og(ß+}/W+l)^ 

le th^or^me suivant: 

Si la foncUon f(x) est holomorphe dans la bände limilie par les droites 
C^IJ et periodique, la periode etant egale ä 2n; et si 01,02,03,..., sont 
€ies nombres r6els^ compris entre —n et n^ et x est taffixe d'un point ä 
i^inleriem de la bände limitee par les droites (30 J, on a 

lim %(x)^ f(x). 



On d^montre aussi, comme dans le n"" 18, l'in^galit^ 

|Ä(ar)|<^(P", 
OÜ If repr^sente la plus grande valeur que prend |/'(»)|, quand a d^crit les 
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droites qni limitent la bände oü la fonction est holomorphe, et B^ la plus 
petite valeur que prend sin « (*~^) q'iand « d^crit les mßmes droites, et 
ensuite les formales 

f(x) co&^kx dx = lim / V'i(x)coB^kx da?, 



f(x) sin ^kxdx = lim / V^ (x) sin ^kxdx. 

— n — fi 

Au moyen de ces formales et des relations 



/ cos 2 a? cos ö ic «^ = / Biii^xsm^xdx = j ^m^x^^^^xdx — \i^ 

— TT —fr —n 

f C09!^^xdx =^ f sin^ 2 ojda: = 71, 



oü les entiers h et U sont l'an et l'aatre pairs ou Ton et Taatre impairs, 

on voit qae les coefficients de W^ (x) ont, dans le cas consid^r^, les propri^t^s 

exprim^es par les relations saivantes: 

1 /'^ 1 /*^ 

lim Ao = ^- f f{x) rfoj, lim -4» = - / f(x) cos kx dxj (*><o 

— ;i — » 

lim ^4 = - / /(o:) sin äo? da?. 
— « 

28. Sapposons maintenant qa'on donne ä 01,03,03,... les valenrs 

(32.) a = — , ('7-±i.±2.....±(«-i).«). 

et qae les ^qaations des droites qai limitent la bände dans laqaelle f(x) 
est holomorphe, soient Y = — / et Y = l. 

On voit alors aa moyen de la formale 

sinna? = 2'"-* H ^in^i^-x) n ^m^l^+xh 

qae Tint^grale (27.) se r^dait alors k la forme 

1 r f(ji)Ännxsm^% 

^' (^) = 27^ / —17 ---1 — — ''*5 

/ Sin ^ (ä — 0?) sm ^ a: sm IIA 
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et, par cons^qaent, 



Mais on troave, en substitnant e^ poar i. et en ayant ^gard ä rideiitit^ e^"^ = 1 , 

. 3 
111 • IS •< J • sin T^ a 

A^-,_j - e ^^ , ''r-i - ^ .1 "'•• 
81U - a 8in ^ a 

. 3 



^ r-1 ^ ._ 1 ' r— 1 ~ ^ , 1 _' x'-i 

Donc 



= —c 



sm ^ o sin ;^ a 



[. n 
r 11 . sin -r 

sin 5- o sin ^ 



siD :7 a 1 , 



2 - "" 2 " 

. n — 1 

sin — s — a , r «-I 1 • .r. .. . • T 

. 1 * : 1 ^ ~* „ 

8in 5- o sin 2 « 



1 



et, par cons^qaent, 



■<^ (x) = - 4 fsiii [(n - 1 ) X + ^ o]+ ^-' Y sin [(« -2)x+a] 



[ 



sin^ « 



sin^ o „ sin „ («-!)« r „_i -, 

+ _.-._ gi„ [(„ _3)a;+^ oJ + - •+ — 1 siii [x+ -g- a\ 



sin ^ o "° 2 " 



+ 



1^2n 

2 . 1 r 

sin ^ o J 
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Ou en conclat qu'on peut donner k Texpression de W^ (ar) la forme suivante 

+siDa8in [(» — 2) aj + aj+sin ^ « sin [(«— 3)a:+ ^ öJ +•• 



, na 
sin -s- 1 



OU 



oü 



+ sin ^ (n- 1) a sin [x+ —^ a] + — ^ — j /(«) ^ 

¥^i(a:) = ^«_, co8(ii-l)x+i4,_2C08(ii--2)a:H h-^i C08aj + -4„ 

+ ß„_i sin («— 1) x+B^_2 sin (»—2) x+' +8^ sin x, 



2 
^' repr^sentant nne somme qai se rapporte aax valeurs impaires de 17, et 

5» = - -i ^(- 1)V(«) 8>n («-*) o = ^ ^f(.o) sin *o. 

II est facile de d^montrer les propriöt^s saivantes des coustaiites 
qu'on vient d'öcrire: 

— n 

1 Z*^ 

lim -4jk = — / /(x) cos Äx rfx, (* ::> ») 

1 /•" 

lim ß^ = - / f(x) sin äx rfa:. 

«=00 ^ •/ 

— 71 

30. Dans le cas particalier oü f {x) satisfait ä la condition 

la formale ant^rienre se r^dait ä la suivante: 

!?! (x) = U^.i sin (»- 1) a:+i?„_2 sin (» — 2) a; + --- + i?i sin x, 
et les valeurs des constantes sont donn^es par la formule 

B,^l2f{a)ünka, 
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en y posant 

a = ^, (17= 1,2,3,...,«^!). 



n 



Ce r^sultat coYncide avec celni qui a ^t^ obtenn par Lagrange dan8 sea 
Recherches sur la nature et la propagation du son an moyen de r^limination 
des coDstantes Bi^Bi^B^^ ... entre les ^qnations 

^' © = /'©' (»?= 1,2,3,...,«-!). 

31. Supposons maintenant qa'on donne ä o,,a2, «],... les valeurs 

o. = 0, a = ±^^'?, (, = .u.^ .-.). 

et qae la fonction f(x) soit encore p^riodique, sa p^riode ^tant 6gale ä 
2^1, et qu'elle soit holomorphe dans la bände comprise entre denx droites 
paralleles ä Taxe des abscisses, ^qnidistantes de cet axe. Alors l'int^grale 

. 1 
nxsm^oD 

r^ rf« 



*^ ^ 2tn 1.1. . 



Sm ^2 008 112 



condnit ä des r^sultats analognes ä cenx qa'on vient d'obtenir dans les n"^ 
pr^c^dentes. 

Ainsi il vient premikement 



Kx) = V,^x) + ^R,(x), 



oü 



f(a)co8iia:8in^a: 

^1 (^) = /(O) COS nx+^2%mna j j— , 

n8m^(a — x)sin^ a 

et on voit qu'on a 

/(ar) = lim ?P,(aj), 

qnand x repr^sente l'afifixe d'nn point ä Tint^rieur de la bände dans laqaelle 
f(x) est holomorphe. 



I 
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On peat voir ensaite, au moyen de Tögalit^ 



. 1 

cos nx 8in ^r ^ 



^ = C08[(«-l)a; + 2o] + c08[(»-2)a: + ^a] + - •• 

sin 2(0-«) 

2«— 1 
+ COS — 2 — " 

- jcos [«a;+ ,jo] + cos [(«- 1) « + ^ o] 4- ••• 

+ C08[a;+-^^o]}, 

que V, (x) peut 6tre r6daite h. la forme 

¥',(ar) = A, cos ttx-\-A,_i cos (« — 1) a;^ f- Ai cos x + Au 

+ B, sin nx-\- ß,_, sin (n — 1) x-\ H ßi sin x, 

oü 

Au = ^^Sf(a), 
Au = -2'8iniia/(a)8in (»— *)a = --2'/(a) cos Aa, (ü<:»<ii) 
ß* = - -S* sin fia /"(a) cos (»— *) a = - ^ f{a) sin *a, (t <«) 

^ = /(0)-^-2 8iniia/(fl)cot|a, 
Ä. = l-5:siniia/(a). 

32. Les r^snltats donn^s dans les n""' 16 ä 25 peuvent £tre ^tendus 
Ä^ cas oü la fonction f(x) satisfait ä une des conditions f(x + cD) = /(x) 
^^ fQoD + col) = — /(x). On peut, pour cela, partir de Tint^grale 

1 r K08iii^(«--ai)--sin^(«— «m) 
/ sin - (a — a:) sin - (z — aj • • • sin - fa -— a^,,) 

^ppliquer les m^thodes employ^es dans ces num^ros-lä, ou appliquer les 
*"6ox^ines y obtenus ä la fonction / (— ), qui satisfait alors ä la condition 
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et poser ensuite x = —. Si Ton suit cette voie, il faut chercher le point 
da plan qai repr^sente x^ qnand on donne celni qui repr^sente X^ et Ic 
contour Ai que d^crit le point «, defini par T^galit^ — = jg, quand Z decrit 
le rectangle A. En posant, pour cela, 

ü) = /?(co8 0+1 sin 0), X = /?(cos 0'+i sin 0'), x = r (cosr + isin r), 
on trouve 

r = ^^, T=0+0', 

et on en conclat: l"" que, si les coordonn^es polaires da point X sont Egales 

ä Ä et 0', Celles du point x sont dgales ä ^ et 0+ 0'; 2** qu'aux points 

de Taxe des abscisses compris entre — tt et ti correspondent les points de 
la droite (que nous repr^senterons par D) qui passe par Torigine des 
coordonn^es et fait un angle dgal k Targument de co avec Taxe des abscisses, 
compris entre — co et cü; S"" que les droites paralleles k Taxe des abscisses 
men^es par les points (0, + /) se transforment dans les parallMes k D dont 

la distance k cette droite est ^gale k -; 4"" que les droites parallMes k 

Taxe des ordonn^es men^es par les points (±7r, 0) se transforment dans les 
perpendiculaires k D qui passent par les points d'affixes —to et cd. 

On trouve de cette mani^re les rdsultats suivants: 

P. Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bände limit^e par 
deux droites paralleles k Z), et que x repr^sente un point de son intörieur 
et ^(x) la fonction 

sin (x — a,) sin - (a: — aj • • • sin -(x — fl,„) 

^^^) = —^ n n Z^^**') 

sin — (a. — aj sin - (a. — a,) • • sin - (a, — O 



+ 



on a 



sin-(x — a.)sin-(a: — aj'" sin -(a: — ff„_i) 

+ —^ ^ /(«,„), 

sin (a,;, — flj8in-(a,;, — a,).--8in - (a„,— ö„,_i) 

CO O) Cc) 



lim V'Ca?) = /"(x), 
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oa^^ncl la plas grande valenr qne prend 

• 8in - (« — a,)...8in - (x—a„j 
(0 ^"^ w 

sm - (» — aj... sin - (» — O 

I CO * CO ^ ^ 

ciskz&s les droites qui limitent la bände tend vers z^ro, poar m = oc. Nons 
sia^x^P^^^^ ^^ ^9 ^9 ^3) ••• &oient repr^sent^s par des poiuts de rint^rienr da 
r^ ^^t;^ti[igle A^^ dana leqael se transforme A. 

L'expression de ^{x) peut 6tre r^duite ä la forme 

+ ß«„,8in (m«l)^ +^..3 sin (m-3) ^ +... + Ä,sin ^, 
^^^ w» est pair, si f(x+(o) = —f{x), ou 

y(x) =^«-, cos (m«l)^ +-4.-3 cos (m-3) ^ +-. + ^0 

+ 5_, sin (m-1) ^ + ß_3 sin (m-3) ^^? +•••+ ß^ sin ^ 

^"^ fit est impair, si f{x+ü)) = f(x). 

2". Si, en particulier, f(x) est holomorphe dans la bände limit^e 
^^i^ deox parallMes ä /), dont la distance k cette droite soft sup^rienre ä 
ü^ log(c+»^c'+l), c 6tant un nombre quelconque plus grand qoe Tunit^, 
^'t Bi X repr^sente Taffixe d'un point ä Tint^rieur ]de la bände limit^e par 
^^ux paralleles ä D, dont la distance ä la mgme droite soit ^gale ä 
^^ log(c+Vc'— 1), V(x) tend vers f(x)^ pour m = c». 

3^ Si la fonction /(x) est holomorphe dans la bände comprise entre 
^^nx droites paralleles ä Z) et dqnidistantes de cette droite, et si x repr^sente 
''^'^xe d'nn point ä l'int^rieur de la bände, la fonction d^finie par T^galitö 



Dil 





n^) 


nnx 

cos 

(0 

n 


2 


nna 
sm 

CO 




f(a) 






sin 


- (x- 


1 


est nn 


nombre impair et 














a = 


2« ' 


v = 


= 0, 1, 2, 


... 


n-l 

' 2 


j 
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et 

_jC2l±l> „_o 1 2 "-^ 

qaand f(x+o}) = f(x), et oü n est nn nombre pair et 

(2.? + l)cü „_o 1 o »-2 
<» — ± 2n ' *? ~~ "' ^' ^»"M 2 — ' 

quand f(x+io) = -f(x), tend vers ^(a;), pour i» = oo. 
Dans le premier cas on peut encore ^crire 

n<^) = ^»-. cos (»- 1) ^ + ^.-3 cos („_3) ^ + ... + ^0 

+ ß,_, sin («- 1) ^? + ß._, sin («-3) ^ + - + ß* sin 2 ^ , 
et dans le second 

W(x) = A,_i cos («- 1) — + i4,_, cos (»—3) — H 1- Ai cos — 

+ ß._. sin (n-l) ^ + B,_, sin («-3) ^ +- + B, sili ^, 
oü 

-4fc = - -S^ sm f(a) sin («— Ar) — = - ^f(a) cos ä — , (* > ») 

ß* = - -Ssin f(a) cos (»— ä) — = -2F(a) sin Ä — . 

4^ On transforme de la m€me mani^re les formales consid^r^es 
dans le n"" 24. 

33. La doctrine expos^e dans les n""' 26 ä 31 peut 6tre ^tendae de 
la mSme mani^re an cas oü la p^riode de la fonction f(x) est ^gale k w. 
On doit poser alors x = ^ et consid^rer la fonction /(0— )? q^i admet 
la Periode 27i. Des r^sultats auxqnels on arrive de cette mani^re nons 
indiqnerons sealement les snivants. 

1\ Si la fonction f(x) est holomorphe dans la bände comprise entre 
deux droites parallMes ä la droite ant^rienrement repr^sent^e par D et 



f 
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^c^ n. idistantes de cette droite, et qae x soit l'affixe d'an point ä rint^rienr de 
c-^et:e bände, la fonction d^finie par T^galitd 

2nnx . na 

8in sin — 

*-■« = —^ ^(- ')' —n-f—rc)' 

28m — sin — (x — a) 

(0 CO 

» = |^, »? = ±1,±2,.-.,±(«~1), «, 

t^Ks «3 vers f(x), ponr » = oo. 

On peat donner ä la fonction ¥^(x) la forme saivante: 

V,(x) = A-iCos(«-l) ^- + A-3C08(«-3) ^ +•••+ ^u 



in • / IN ^TtX , r> • / ON 27rX I r> • 27V:C 

+ ß,_, sin (»- 1) — — + ß,_3 sin (»- 3) — — + -. + ß, sin 



CO " " ' " ' (0 ■ ■ " 0» ' 



OtL 



^„ = ^^7(«), 



'^' ' repr^sentant nne somme qni se rapporte aux valenrs impaires de 17, et 

^^ = _ 2 ^ (_ 1), ^(a) sin« (»^*Llf , 

R = - -S^ /^(a) sin . 

2^ On trouve de la mSme mani^re qae la fonction Vi (x)^ d^finie par 
*^ ^^luation 

,. V 2nnx . nx 

o 1 o f(a) COS sin — 

irr / N ^/AN 2n7rx . 1 y- . znna (o oo 



<>X1 



CO 2 (0 . TT, . . Tra 

ff sin — ffl — ^) 8in — 

0)^ 0) 



w / N A 2nnx . . 2(n — \)nx , , . 

V^ {x) = ^cos-^ +.4,.i cos ^ ^ ^ +-+/I0 

+ ß. Sin-— + ß,_i sin ^ ^ ^ — +-+ßi8in-^, 

21* 
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OÜ 

2» ' ^ ^ CO ' 

^- = f(0)- 2^ -2' sin -^ /"(o) cot — , 

^(2 17 + 1) CD 

tend vers /"(a?), pour « = c». 

34. La formule (13.) peut 6tre ^tendue au cas oü la fonction /"(a?) 
admet des pöles oa des point8 singnliers essentiels ä rint^rieor de A^ comme 
on va voir. 

Soient fti^ 62? ••.,** ^^^ points. II r^sulte d'une th^orie que nous 
avons consid^r^e dans ce Journal (tome CXXII, p. 116) qu'il existent * 
d^veloppements 9>i(ic), ^2(^5), •••, y*(a?) de la forme 

telles que la fonction F{x) d^finie par T^quation 

F(x) = /(a:)-SV.(^) 

est holomorphe dans Taire limit^e par A. 

On peut donc lui appliquer la formule (13.), et il vient 

Fix) = /7(x) + ^ /-^ F(0mn(.-a,)...8in(x-a.) 
^ ^ V / ' 2i7r y 8in(» — a;)8in(« — a,)«--8m(a — am) ^ 

OÜ n{x) repr^sente une fonction enti^re de sin x et cos x^ qui satisfait aux 
conditions 

^(«1) = /(öl), /7(«2) = F(fl,), ..., /7(a^) = F(a^). 
Mais on a, en posant P{x) = sin (or— a,)...(ic-'a^), 

J 8in(Ä-a:)P(») " ./ Än{^—x)P{i)^^ S J 8ia (« - a:) P (») ^ 
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et 

J 8in(«-a:)P(») " S 8in(a-a?)8in'(«-60 ''W 
J 8in(»— ap)sin*(» — 6,)P(ä) \ i • -» ji 

A 

en repr^sentant par /2i, A2, ... les r^sidas de la fonction 

1 



8in (» — x) 8in* (» — 60 sin (» — «i ) • • • sin (» — 0^) 
par rapport ä ses pöles. 

Or^ en posant ^ =^ t dans cette fonction, on obtient une fonction 
rationnelle de f, et on voit que le degr^ de son num^ratear est inf^riear 
de denx anit^s, aa moins, ä celui du d^nominatenr. £n repr^sentant donc 
par ri,r2,r39 ... ses r^sidas par rapport ä ses pöles et en ayant ^gard ä nn 
th^oröme bien connn on peut ^crire 

ri+r2+r3+-- = 0. 

Mais on a (Hermitey Cours d* Analyse de VEcole Polytechnique, p. 324) 

fi = 2/Ji, r2 = 2/i2, .... 

Donc 

dz 



J 8in(Ä— 



aj)8m'(2— fcO/'W 



0. 



On a, par cons^qnent, la formale: 

f{x) = /7(x)+ :iV.(^) + ö^ /-^ /Wsin(x--a.)...sin(x-a„) 
'^ ^ V y ' j^j VI V y • 2%n J sin(a--aj)8in(a — a,)--- sin (a — a^J ' 

Ä 

que nons voulions d^montrer. 

35. LMnt^grale qni a ^t^ le point de d^part des recherches contenues 

dans ce chapitre est an cas particnlier de la saivante: 

^ ^ 2\n J 8in (» — aj)8in**(5 — aj--- sin* (ä — a«) ' 

qu'on poavait anssi ötadier de la mgme mani^re, et ^tendre ainsi qnelques-uus 
des r^sultats obtenas ant^rieurement. Mais nons ne consid^rerons pas cette 
g^n^ralisation, et nons allons nons occapper seulement de Tint^grale 



^ ^ 2x71 J 8m(» — ojjsm^Ä ' 
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qui se rapporte ä la th^orie du d^veloppement de f{x) suivant les puissances 
de dino;. 

£n appliqaant ä cette integrale le th^or^me fondamental de la 
th^orie des residus, nous avons trouv^, dans an article publik dans le 
Bulletin des Sciences math^matiques (2* s^rie, t. XIV) les formales suivantes: 









f(ß:)- 


n=0 


Kin^x sin 


'-+• «+ 


cosa? Z Inn 

n = 


sin^" X 


^+Ä(x), 


si 


a 


est 


pair; et 


\iOL-\] 


1 






^(«-0 












f(x)^ 


2 


ä;» 


sin'" 


aj+cos 


n=U 


sin'»^* 


x-^Rix), 



si a est impair, et noas avons donn^ nne m^thode pour calculer de proche 
en proche les coefficients. II en r^sulte que, si la fonetion /(a?) est 
holomorphe dans Taire limit^e par un ovale Isinaj = c (oü c<l), on a, 
pour tont point x ä son int^rieur, 

QC CO 

(A) f{x) = Z Ä2«+iSin^+*a:+cosic Z L2«8in^"a:, 

ii=ü «=ü 

et 

(B) f{x)= 1 Iir;.8in'"a;+C08x 1 L;.+, 8iii*-+' x. 

Or nous allons d^daire ces r^snltats, et aussi des formales g^n^rales 
pour le calcul des coefficients, au moyen des th^or^mes d^montr^s dans nn 
travail sur le d^veloppement des fonctions en s^rie ordonn^e suivant les 
puissances du sinus, que nous avons publik dans le tome 116 de ce Journal. 

Pour cela, nous remarquerons, en premier lieu, qu'on peut repr^senter 
d'une infinit^ de mani^res diff^rentes f{x) par des expressions de la forme 

^(x) = 9)(a:)+v^(ic)cosaj, 

oü if(^x) et vC^) sont, comme f{x\ holomorphes dans Taire limit^e par nn 
ovale |sina| = c (c< 1), et qu'on peut compl^ter la d^termination de ^>{x) 
et de ^){x) au moyen de la condition que Tune de ces fonctions soitpaire 
et l'autre impaire. On en conclut, en appliquant un th^or^me d^montr^ dans 
Tarticle rapport^, qu'on peut d^velopper (p{x) et y^{x) en s^rie ordonn^e 
suivant les puissances de sino?, quand x est Taffixe d'un point k Tint^rieur 
de Tovale consid^rö, et que, par cons^quent, f{x) peut 6tre repr^sent^e par 
les deux d^veloppements pröc^dentes. 
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Dans ces formales «|^, repr^sente la somme des combinaisons des nombres 

1»,3',5*,...,(2«-1)' 
pris m k «n; et S^'* la somme des combinaisons des nombres 

2^4^6^...,(2»-2y 

pris anssi m k m. 

Les formules pröc^dentes penvent Stre ^crites symboliqaement de la 

mani^re saivante: 

r _ rWrW+l'] [/•'(0) + 3'] ... \f*(0)+(2n-iy] 
^" ~ 1.2. ..2« ' 

fr _ /•(0)[f'(0)+ n [f(0) + B'] ... y»(0) + (2n-l)'] 
*"+* ~ 1.2...(2m + 1) ' 

r _ /•(0)[/-'(0) + 2'3 y'(0) + 4'] ... [f'(0)+(2ii)*] 
^"+' ~ 1.2...(2«"+1) ' 

1^. _ r(0)[/-'(0) + 2'][r (0)4-4'] ...r(0) + (2n-2)'] 
"*"~ 1.2...2n 



III. INTERNATIONALER 

MATHEMATIKER-KONGRESZ 

IN HEIDELBERG 1904. 

Juni 1903. 



Hochgeehrter Herr! 

Die Deutsche Mathematiker -Vereinigung hat auf dem IL internationalen Mathematiker- 
Kongreß zu Paris 1900 den Auftrag erhalten, den nächsten Kongreß, der im Jahre 1904 stattfinden 
soll, vorzubereiten. 

Aus dieser Veranlassung hat sich durch Erweiterung des Vorstandes der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung ein Ausschuß für die Vorbereitung des III, internationalen Mathematiker- 
Kongresses gebildet, und dieser erlaubt sich, Ihnen hiermit das Programm des Kongresses, soweit 
es sich jetzt schon feststellen läßt, vorzulegen und Sie zur Teilnahme an dem Kongreß einzuladen. 

Das Jahr 1904 bringt den 100. Jahrestag der Geburt unseres großen Mathematikers 
C. G. J. JACOBI. Mit Rücksicht darauf wurde beschlossen, mit dem Kongreß eine JACOBI-Feier zu 
verbinden, in der Weise, daß für die erste allgemeine Sitzung eine Gedächtnisrede auf Jacob! 
vorgesehen und die Verteilung einer Festschrift über Jacobi imter die Teilnehmer des Kongresses 
in Aussicht genommen ist. 

Der Kongreß findet 

in Heidelberg vom 8, bis zum 13. August 1904 

statt, und es ist für denselben folgende Tages-Ordnung festgesetzt: 

Montag, den 8. August, abends 8 Uhr: Empfang der Kongreßteilnehmer. 

Dienstag, den g. August, lo — i Uhr: Erste allgemeine Sitzung; 

4 Uhr: Bildung der Sektionen; 

6 Uhr: Bankett. 

Mittwoch, den lo. Aug., g— ii u, 12 — 2 Uhr : Sektions-Sitzungen; 

nachmittags und abends: Gesellige Vereinigung. 

Donnerstag, den n. August, 10— i Uhr: Zweite allgemeine Sitzung; 

6 Uhr: Neckarfahrt und Schloßbeleuchtung. 

Freitag, den 12. August, g— 11 u. 12—2 Uhr : Sektions-Sitzungen; 

nachmittags und abends: Gesellige Vereinigung. 

Samstag, den 13. August, g Uhr: Geschäftssitzung; 

IG— I Uhr: Dritte allgemeine Sitzung. 

Es werden 6 Sektionen gebildet werden, nämlich z. für Arithmetik und Algebra, 2. für 
Analysis, 3. für Geometrie, 4. für angewandte Mathematik, 5. für Geschichte der Mathematik, 
6. für Pädagogik. 



Mit dem Kongreß wird eine Ausstellung mathematischer Modelle und eine solche mathe- 
matischer Literatur verbunden sein; beide Ausstellungen werden sich auf die wichtigeren Er- 
scheinungen der letzten zo Jahre beschränken; die erstere soll aber auch ältere, historisch interessante 
Originalmodelle umfassen. 

Die Teilnehmer des Kongresses bezahlen gegen Aushändigung einer „Hauptkarte<< einen 
Beitrag von Mk. 20. — , dabei soll das Recht Teilnehmer zu werden an keine besonderen Be- 
dingungen geknüpft sein. Eine solche Hauptkarte berechtigt, ohne weitere Zahlung, zur Teilnahme 
an allen Sitzungen und Festlichkeiten des Kongresses, insbesondere dem Bankett, zur Besichtigung 
der Ausstellungen und zum Bezug der Festschrift sowie der Verhandlungen des Kongresses. 
Jedem Teilnehmer stehen sodann fUr seine Angehörigen „Nebenkarten** zum Preise von Mk. zo. — 
zur VerfUgung, welche zur Teilnahme an den allgemeinen Sitzungen und, in derselben Weise wie 
die Hauptkarten, an allen Festlichkeiten des Kongresses berechtigen. 

Ein Wohnungsausschuß wird den Teilnehmern des Kongresses nach Wunsch Wohnung 
in einem Gasthof oder in einem Privathause besorgen. 

Ein besonderer Damen-Ausschuß wird um den Empfang und die Unterhaltung der Damen 
bemüht sein. 

Noch ist es mehr als ein Jahr bis zum Beginn des Kongresses, und es würde daher 
verfrüht sein, schon heute von Ihnen eine bindende Erklärung über Ihre Teilnahme am Kongresse 
zu erbitten; aber es ist für den Ausschuß von groüem Wert schon jetzt zu erfahren, wie groß 
ungefähr die Anzahl der Kongreßteilnehmer sein wird; daher richtet er an Sie die höfliche Bitte, 
innerhalb Z4 Tagen gefälligst anzugeben, ob er Ihre Teilnahme am Kongreß erwarten darf. 

Indem wir schließlich die Bitte beifügen, für das Bekanntwerden gegenwärtiger Einladung 
im Kreise der Ihnen näherstehenden Fachgenossen gefälligst zu wirken, zeichnen wir in aller 
Hochachtung 

Der Ausschuß für die Vorbereitung 
des III. internationalen Mathematiker -Kongresses: 

A. BRILL, Professor an der Universität Tübingen. M. Cantor, Professor an der Universität Heidelberg. 
M. DISTELI, Professor an der Universität Straßburg. W. v. Dyck, Professor an der technischen 
Hochschule München. A. Gutzmer, Professor an der Universität Jena. G. Hauck, Professor an 
der technischen Hochschule Berlin. D. Hilbert, Professor an der Universität Göttingen. J. KLEIN, 
Professor an der Universität Göttingen. A. Kneser, Professor an der Bergakademie Berlin. 
L. KÖNIGSBERGER, Professor an der Universität Heidelberg. A. Krazer, Professor an der tech- 
nischen Hochschule Karlsruhe. J. LÜROTH, Professor an der Universität Freiburg. R. Mehmke, 
Professor an der technischen Hochschule Stuttgart F. Meyer, Professor an der Universität 
Königsberg. C. Runge, Professor an der technischen Hochschule Hannover. H. Schubert, 
Professor am Johanneum Hamburg. F. SCHUR, Professor an der technischen Hochschule Karlsruhe. 
H.A. Schwarz, Professor an der Universität Berlin. P. Stäckel, Professor an der Universität Kiel. 
J. P. Treutlein, Direktor des Real- und Reform-Gymnasiums Karlsruhe. H. Weber, Professor 

an der Universität Straßburg. 



Alle Zuschriften in Angelegenheiten des Kongresses sind an 

Professor Dr. A. Krazer, Karlsruhe i. B., Westendstraße 57 

zu richten; von demselben sind insbesondere Abdrücke gegenwärtiger Einladung in beliebiger 
Anzahl zur Verbreitung unter Fachgenossen zu erhalten. 



GEORG REIMER ^^ BERLIN W 35. 
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Astronomischer Jahresbericht 

mit Unterstützung der 

Astronomischen Gesellschaft 

herausgegeben von 

Walter F. Wislicenus, 

Band IV enthaltend die Literatur des Jahres 1902. 
Oktav XXXIII u. 650 Seiten. — Preis brosch. M. 19.— 

Der »Astronomische Jahresbericht« giebt in kurzen Referaten eine Übersicht 
über sämtliche in den verschiedenen Kultursprachcn neu erschienenen Arbeiten auf 
dem Gebiete der Astronomie und Astrophysik und berücksichtigt auch die auf 
den Gebieten der Geodäsie und Nautischen Astronomie erscheinenden Publikationen 
tunlichst weitgehend. Von diesem literarischen Unternehmen liegen jetzt folgende 
Bände fertig vor: 

I. Band (Literatur des Jahres 1899) 1768 Referate, XXIII u. 537 Seiten, Preis 17 Mark. 
IL Band (Literatur des Jahres 1900) 2320 Referate, XXVI u. 632 Seiten, Preis 19 Mark. 

III. Band (Literatur des Jahres 1901) 25 13 Referate, XXXII u. 674 Seiten, Preis 20 Mark. 

IV. Band (Literatur des Jahres 1902) 241 1 Referate, XXXIII u. 650 Seiten, Preis 19 Mark. 
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Die Ausgabe zerfällt in 4 Abteilungen: 

I. WERKE n. BRIEFWECHSEL UI. HANDSCHRIFTLICHER NACHLASS 

IV. VORLESUNGEN 

und umfaßt 22 bis höchstens 25 Bände, die in freier Folge erscheinen und einzeln käuflich sind. 
Zunächst gelangen Briefwechsel und Werke zur Veröffentlichung. 



Bis jetzt erschienen: 

BAND I: WERKE L 
Geheftet M. 12.— , gebunden M. 14. — 
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Zur Theorie der Systeme. 

(Von Herrn K. HenselS) 



Sind 

A = (a.O und B = (6,,) 

zwei Systeme n-ter Ordnung, deren Elemente ganze oder gebrochene Grössen 
eines beliebigen Rationalitätsbereicbes sind, so beisst B ein Vielfacbes von .4, 
wenn man zwei ganze Multiplicatoren P und Q so bestimmen kann, dass: 

(1.) B^PAQ 

ist Dann gilt der fUr die ganze Determinantentbeorie grundlegende Satz, 
dass B dann und nur dann ein Multiplum von A ist, wenn die Elementar- 
theiler von B Vielfache der entsprechenden Elementartheiler von A sind. 
Ich habe für diesen zuerst von Herrn Frobenius aufgestellten und bewiesenen 
Satz im 114. Bande dieses Journals einen Beweis gegeben und ihn in 
einem an Herrn P. Muth gerichteten und von ihm im 122. Bande desselben 
Journals S. 84 — 87 veröffentlichten Briefe in einem wesentlichen Punkte 
vervollständigt. Bei der Herausgabe der Äronecfterschen Vorlesungen über 
Determinantentheorie habe ich nun gesehen, dass die in jenem Zusätze 
angewandte Methode so modificirt werden kann, dass sie einen neuen ganz 
besonders einfachen Beweis jenes Satzes ergiebt. Ausserdem kann die hier 
angewandte Transformation eines Systems bei vielen Fragen der höheren 
Determinantentheorie mit Erfolg benutzt werden. Endlich lässt dieser Beweis 
auch erkennen, welches in jedem einzelnen Falle die Multiplicatoren sind, 
um welche sich die Elementartheiler von B von den entsprechenden Theilern 
des Systemes A unterscheiden. 

Jedes der beiden ganzen Systeme P und Q in der Gleichung (1.) 
kann bekanntlich als ein Product von Einheitssystemen (ganzen Systemen 

Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 3. 23 
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mit der Determinante Eins) and einer Anzahl von Elementarsystemen 

(2.) -^ • ^ 




dargestellt werden, in denen p eine irreductible ganze Grösse des Bereiches, 
also z. B. eine Primzahl, oder eine unzerlegbare Function von x, oder aber 
auch, worauf hier Gewicht zu legen ist, gleich Null sein kann. 

Da nun durch die Composition des Systems A mit beliebigen 
Einheitssystemen, seine Elementartheiler bekanntlich nicht geändert werden, 
so ist die Richtigkeit unseres Satzes nur für den Fall zu beweisen, dass B 
aus A durch vordere oder durch hintere Composition mit einem Elementar- 
system (Jp) hervorgeht; und offenbar genügt es, den Beweis nur fUr einen 
von diesen Fällen, etwa für die vordere Composition zu führen. Es ist 
also nun zu zeigen, dass für die beiden Systeme: 

(3.) J=|«2i,a22,...a2n| ^^^ B^(p)A = Ip' 




die Elementartheiler des zweiten Systems Multipla der entsprechenden Ele- 
mentartheiler des ersten sind. 

Ist p^Oj so unterscheiden sich die Determinantentheiler, also auch 
die Elementartheiler von B von den entsprechenden Theilern von A höchstens 
durch eine Potenz von jp. Also braucht man in diesem Falle nur die in 
den Elementartheilern beider Systeme enthaltenen Potenzen von p mit ein- 
ander zu vergleichen. Ist dagegen ;; = 0, so ist der verlangte Beweis 
ebenfalls erbracht, wenn nachgewiesen ist, dass die Elementartheiler von B 
einen beliebigen Primfactor p mindestens ebenso oft enthalten, wie die 
Elementartheiler von A. Wir untersuchen daher die Elementartheiler von 
A und B nur in Bezug auf eineh Primfactor p, welcher gleich p ist, falls 
p ^ ist, während wir p beliebig annehmen, wenn j^ = sein sollte. 

Transformirt man nun das System A dadurch in ein anderes A^ dass 
man beliebig oft 

1. irgend zwei Parallelreihen vertauscht, 

2. zu einer Reihe ein Vielfaches einer Parallelreihe addirt, 
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durch e[^^^ dividiren, und hierauf V2 mit e^^^ multipliciren; dann tritt nur 
die Stelle von 61, während das System sonst ungeändert bleibt. 

In gleicher Weise kann man nun erreichen, dass die in e2 = 
enthaltene Potenz von p nicht grösser ist, als die in 63, ...,e^ auftrei 
Potenzen. Ausserdem können wir aber auch voraussetzen, dass 

ist. Wäre nämlich €2>>6i + J2— ^n so braucht man nur zu der Horis 
reihe Äj das p^»~^^-fache von H^ zu addiren, wodurch sie in: 

(«2+p'^•*'^•"^f ^% p^ 0... 0) 

übergeht, und dann F3 von V2 zu subtrahiren. Dann ist das neue 
€2 = p^^+^'-^^'+ez n. d. V. genau durch p'i+^«-^i theilbar, w. z. b. w. 
man in derselben Weise fort, so erhält man zuletzt ein zu A äquiva 
System : 







A = 



p", 


p"' 


0. 






p% 





p'' 




p'-^, 





0.. 


.p'r.. 


p*'-+l 


) • • 


• • 


. 0.. 


0, 





. 


.. 0.. 


• 

ö, 





0. 


.. 0.. 



.0 
.0 
.0 

.Ol 

in welchem die Exponenten J^, ..., (T^ einerseits und die Exponenten Cj, . 
andererseits eine Reihe nicht abnehmender Zahlen bilden, wo ab* 
Exponenten d ebenso rasch oder rascher zunehmen, wie die Exponei 
weil allgemein: 

(4.) (^,+i-(y.-^€,^i-«,. 

ist. Sollte das (r+l)-te Element von V^ gleich Null, also der Rai 
ganzen Systems ebenfalls gleich r sein, so ist das Element p'^-^^ 
Null zu ersetzen. Das zugehörige System B — (J})A ergiebt sich 
p = p ist dadurch aus Aj dass die Exponenten «, um eine Einheit verg 
werden; ist dagegen p = 0, so ist in A einfach die erste Vertici 
durch Nullen zu ersetzen. 

Die Elementartheiler des Systems A kann man nun sehr 
z. B. dadurch bestimmen, dass man es nunmehr durch ganz beliebig« 
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und dasa^j + l der erste Exponent ist, welcher gleich (T.. oder kleiner als 
^i ist Also sind in diesem Falle die Elementartheiler von B gleich: 

d. h. alle Elementartheiler von B sind Multipla der entsprechenden Ele- 
mentartheiler von A] und zwar hat sich höchstens einer der Elementartheiler 
bei dem Uebergange von A zn B um den Factor p vermehrt Ist dagegen 
p = 0, geht also B aus A durch Weglassang der ersten Verticalreihe hervor, 
so sind die Elementartheiler von B 

(9.) f^...,P''*-^P^^ f^'+S-..,A 

sie sind also wegen (4.) ebenfalls Multipla der entsprechenden Elementar- 
theiler von ^, da n. d. V. allgemein 

ist Der Satz ist somit in allen seinen Theilen bewiesen. 
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Denn der Reihe gehört auch die circulare Curve C* an, welche C^ unter 
anderen in den unendlichen Kreispunkten J, J' trifft. 

Durch das angegebene Verfahren erhält man allerdings nur solche 
reellen Punkte der Curve ^, von denen (unter anderen) je zwei reelle Tan- 
genten /, t' an die Curve C^ gehen, welche C^ in Punkten treffen, von denen 
auf t und /'je ein reeller so gelegen ist, dass eine reelle Curve C* der 
Reihe sie passirt. Man erhält jedoch nicht diejenigen reellen Punkte a' 
der Curve * (und die reellen Brennpunkte der Curve C^ gehören zu ihnen), 
von denen unter anderen zwei imaginäre Tangenten /^, l'^ an C„ gehen, 
welche (f unter anderen in zwei (imaginären) Punkten so treffen, dass auf 
t^ und /^ je einer so liegt, dass eine reelle Curve der Reihe sie passirt. 

Durch das angegebene Verfahren erhält man aber auf den sich er- 
gebenden Theilen der Curve * beliebig viele reelle Punkte, welche zur 
Erzeugung der ganzen Curve ausreichen, wenn ihre Ordnung bekannt ist.*) 

Wählt man nun zur Vereinfachung des Verfahrens für die circularen 
Curven Cl und C" bez. die g^ und einen beliebigen Kreis (der jedoch so 
gelegen sein muss, dass mindestens von einem Theile desselben reelle Tan- 
genten an die Curve C„, gehen), oder umgekehrt, so ergeben sich zwei 
Fälle, in denen, wie unten gezeigt werden wird, die Ordnung der Curve ^ 
leicht bestimmbar ist Danach kann dieselbe durch Curvenbüschel niederer 
Ordnung in der a. a. 0. angegebenen Weise vollständig erzeugt werden. 

Beschafft man durch ein analoges Verfahren zwei neue Curven ^', ^", 
so schneiden dieselben * in den m^ Brennpunkten der Curve C„,. 

Erster Fall. 
§2. 
Wir wollen also für die Curve Cj die g^^ für die Curvenreihe «-ter 
Ordnung aber ein KegelschnittbUschel nehmen, welches einen Kreis & enthält 
Dann schneidet das KegelschnittbUschel die g^ in einer quadratischen Punkt- 
involution (3)', für welche J, J' ein conjugirtes Paar bilden. Eine solche 
Punktinvolution spannt an einem beliebigen Punkte der Ebene, wie leicht 
ersichtlich, eine hyperbolisch -gleichseitige quadratische Strahleninvolution. 
Daher wollen wir eine solche quadratische Punktinvolution der g^^ welcher 



*) Cremonüy Introduzione ad una teoria geometrica delle curve plane, üebersetzung 
von M. Curtze, Greifswald 1865, Th. Kunike, S. 76, § 10, 53 ff. 
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/, /' als ein conjogirtes Punktepaar angehören, eine hyperbolisch-gleich'' 
»eilige quadratische Punhtinvolution der g^ nennen, wobei eine Verweehselung 
ansgeschloBBen ist. 

Von je zwei conjngirten Punkten p, p' der (3)J ziehen wir an C^ die 
m Tangenten , welche sich in m' Punkten a schneiden mögen. Während 
die Gruppe p, p' die Involution durchläuft, beschreiben die m^ Punkte a eine 
Ourve #, welche durch die m^ Brennpunkte von C^ geht. 

Es muss nun die Ordnung der Curve ^ bestimmt werden. Zu dem 
Ende denke man sich den dual entsprechenden Fall, und zwar folgender- 
massen verallgemeinert: 

Es sei eine Strahleninvolution 1. Ranges n-ten Grades (J)** mit dem 
Mittelpunkt gegeben, welcher ein ft-facher Punkt einer beliebigen festen 
Curve p-ter Ordnung (f ist. Jede Strahlengruppe der Involution trifft (f 
ausser in noch in je n^p—k) Punkten, deren Verbindungslinien eine 
Curve umhüllen, welche durch 2^^ bezeichnet werden möge.*) Um ihre 
Klasse zu ermitteln, bestimmen wir diejenigen ihrer Tangenten, welche 
durch einen beliebigen Punkt A der Ebene gehen. Ein beliebiger Strahl o 
des Punktes trifft Cf ausser in noch in p— & Punkten P. Deren Ver- 
bindungslinien mit A treffen (f in (p— l)(p— *) neuen Punkten Q, welche 
in die Strahlen (o spannen mögen. Dann entsprechen einem Strahle o 
stets (p— l)(p— *) Strahlen (w, und umgekehrt. Ferner entsprechen einem 
Strahle o in der Involution n— 1 conjugirte Strahlen cd' und umgekehrt 
Mithin fallen**) 

(1.) 2(ii-l)(p-l)(p-&) 

Strahlen ai,co' zusammen, welche einem und demselben Strahle o^ des 
Punktes entsprechen. Wir wollen die zusammengefallenen Strahlen cü, co' 
durch co^ bezeichnen. Dann ist o^ auch ein CoYncidenzstrahl (o^a}\ wenn 
man co^ als einen Strahl o betrachtet. Daher giebt es in der Involution (jy 

(2.) (n-l)(p-l)(p-k) 

Paare von Strahlen o^^(o^^ welche einer Gruppe angehören und die Curve (f 
beziehlich in Punkten P^, Q^ treffen, von denen eine Verbindungslinie durch 

*) Diese Curve, für welche diese Abhandlung nur eine AnwenduDg darstellt, ist 
von mir auch für den allgemeinen Fall behandelt worden, wo die Strahleninvolution 
durch irgend eine Curvenreihe vertreten wird. 

*♦) Vgl. dieses Journal, Bd. 123, S. 4, § 2. 
Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 3. 24 
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A läuft. Dieselbe ist daher eine Tangente der Enveloppe JS^^j deren Klasse 
also gleich (2.) ist. 

Befindet sich der Punkt nicht auf (?", so ist * = und 

(3.) ^. = pCp-1)(ii-i). 

Behufs einer (hier ausreichenden theilweisen) Charakteristik der Curve 2!^^ 
müssen die beiden Fälle der Lage des Mittelpunktes der Involution ge- 
trennt werden. 

I. Der Punkt O liegt nicht auf der Curve C^, 

1. Die Dupel der Involution berühren (f nicht*). 

Wie leicht ersichtlich, sind die 2 (i» - 1) Dupel der Involutioii 
gPC/i — l)-fache Tangenten von S^^^ und es gehen an diese Curve 
von aus keine anderen Tangenten, denn es ist jetzt 

Bezeichnen 

(4.) p,,p,,...,% 

die Schnittpunkte eines Dupels d mit C^, so werden je zwei dieser 
Punkte durch und einen Berührungspunkt harmonisch getrennt, 
was sich durch eine Infinitesimalbetrachtung sofort ergiebt Fernei 
sind die Tangenten, welche die Curve C^ in den Punkten (4.) 
hat, zugleich Tangenten der Curve -5"^^, ohne sie jedoch im all- 
gemeinen in diesen Punkten zu berühren. 

Die zu d conjugirten i»~2 Strahlen der Involution schneiden 
die Curve (f in p(ii-2) Punkten P, welche p-fache Punkte von 
2^^ sind. Ihre Tangenten gehen nach den Punkten (4.). 

Eine der Tangenten, welche sich von aus an C ziehen 
lassen, heisse f, ihr Berührungspunkt B. Die zu t conjugirten 
«— 1 Strahlen der Involution schneiden (f in p(ii— 1) Punkten, 
welche der Curve 2„^ angehören, und ihre Tangenten laufen in 
B zusammen. 



*) Unter „Dupel^ verstehe ich Doppelpunkte von Punktreihen oder DoppeUtrahlen 
von Strahlenbüscheln, mit „Doppelpunkt^ dagegen bezeichne ich einen Doppelpunkt 
einer Curve. 
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2. £m Dupel der Involution berührt C^. 

Bertthrt ein Dupel d^ die Curve Cf^ in ß Punkten 6 und schneidet 
dieselbe also noch in p—2ß Punkten, die durch a bezeichnet 
werden mögen, so berührt S^^ die Curve C in den Punkten b. 
Ausserdem berührt -2;^ das Dupel d^ in ^(p-2/?)(/i-2/3-l) 
Punkten a', welche mit zusammen je zwei der Punkte a har- 
monisch trennen. 

Diejenigen /3(p— 2/3) Punkte Wi, welche mit zusammen je 
einen Punkt a und einen Punkt 6 harmonisch trennen, sind Wende- 
punkte der Curve JS;^, und das Dupel d^ ist ihre Wendetangente. 

Diejenigen ^ß(ß—V) Punkte ttJj, welche mit zusammen 
je zwei Punkte 6 harmonisch trennen, sind Wendepunkte zweiter 
Ordnung, in denen die Curve 2^^ die zugehörige Wendetangente d^ 
fUnfpunktig schneidet. Wie man sieht, ist d^ wieder eine öPiP" l)-fache 
Tangente von JS"^^, denn es ist 

^p(p--l) = /3+i(p^2/9)(p--2/9-l)+2/3(p-2/3)+2/3(/3-l). 

Ein zu d^ conjugirter Strahl o der Involution schneidet die Curve C^ 
in p Punkten P, welche p-fache Punkte von JS^^ sind. Von den 
p Tangenten eines Punktes P gehen p— 2/9 nach den Punkten a, 
während in den nach den ß Punkten 6 gehenden je ein Paar 
zusammenföllt 

Die Tangenten, welche die Curve C^ in den Punkten a 
hat, berühren JS^^ auch, aber im allgemeinen nicht in diesen Punkten. 

Berühren mehrere Dupel der Involution die Curve C, so 
gilt für sie Entsprechendes; im übrigen bleibt das unter I. 
Gesagte bestehen. 

IL Der Punkt O ist ein Macher Punkt der Cur?e C. 

1. Die Dupel der Involution berühren C^ nicht. 

Ein Dupel d der Involution ist jetzt für die Curve JS;^ eine 
2 (p— *)(/? — Ä—1)- fache Tangente, und seine Berührungspunkte 
trennen zusammen mit je zwei der p—k Punkte 

(5.) Pup2^""iPp-k 

harmonisch, in welchen d die Curve C'* ausserhalb noch trifft. 

24* 
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Die Tangenten von C^ in den Punkten (5.) berühren aucl 
^0^1 Aber im allgemeinen nicht in diesen Pnnkten. 

Die zu einem Dnpel d conjagirten n— 2 Strahlen de: 
Involution treffen C^ ausserhalb noch in (n— 2)(p — &) Punkten 
welche (p — Ä)-fache Punkte von -5*^^ sind, und ihre Tangen tei 
gehen nach den Punkten (5.). 

Eine der Tangenten, welche von aus an C^ geht, abe 
nicht in berührt, heisse f, ihr Berührungspunkt B. Dam 
schneiden die zu t conjugirten n— 1 Strahlen der Involution di( 
Curve C ausserhalb noch in (ii-l)(p— A) Punkten, welch( 
der Curve JS^^ angehören, und ihre Tangenten laufen in B zusammen 

Da jetzt für die Curve -2^^ die Klasse 
^. = («-l)(p-l)(p-Ä) 
ist, 80 gehen ausser den Dupeln nan von ans noch 

&(«-l)(p-*) = («-l)(p-l)(p-*)-(«-l)(p-Ä)(p-Ä-l) 
Taugenten an JS„^, 

Ist nämlich t eine in berührende Tangente von C, 8< 
sind die zu t conjugirten n— 1 Strahlen der Involution offenba 
(p— Ä)-fache Tangenten der Curve -2"^^. 

2. Ein Dupel der Involution berührt C. 

a) Berührt ein Dupel d^ die Curve C^ ausserhalb in ß Punkten ! 
und schneidet sie also noch in p— 2/3— A Punkten, welche a heissei 
mögen, so berührt 2^^ das Dupel d^ in den Punkten 6 und ii 
den ^ (p~2/3-A)(/i-2/9-A-l) Punkten a', welche mit zu 
sammen je zwei der Punkte a harmonisch trennen. Die /3 (p — 2/9— A 
Punkte tt)i, welche mit zusammen je einen Punkt a und einei 
Punkt 6 harmonisch trennen, sind Wendepunkte von JS^^^ und d 
ist die zugehörige Wendetangente. Die g/? 0^-1) Paukte rt): 
welche mit zusammen je zwei der Punkte 6 harmonisch trennen 
sind Wendepunkte zweiter Ordnung, in denen die Curve -2^^ di< 
zugehörige Wendetangente d^ fünfpunktig schneidet. 

Die Tangenten von (f in den Punkten a berühren aucl 
die Curve 2^^^ aber im allgemeinen nicht in diesen Punkten. 
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Die zu d^ conjogirten n—2 Strahlen der Involution treffen 
C^ ausserhalb noch in (n— 2) (p — A) Punkten, welche (p — &)-fache 
Punkte von JS^^ sind. Von den Tangenten eines solchen Punktes 
gehen p— 2/9— A nach den Punkten a, während ß Paare zusammen- 
fallender Tangenten nach den Punkten 6 laufen. Mithin ist d^ eine 
öCp— *)(p-Ä— l)-fache Tangente von S^^. Sind mehrere Dupel 

vorhanden, welche die Curve C^ ausserhalb berühren, so findet 
Entsprechendes statt. Im übrigen gilt dasselbe wie unter 1. 
b) Berührt ein Dupel d^^ die Curve (f in und auuerdem in ß Punkten 6, 
so schneidet dasselbe (f ausserhalb noch inp — 2/9— A-l Punkten, 
welche durch a bezeichnet werden mögen. Alsdann findet Fol- 
gendes statt: 

Die Curve 2^^ berührt das Dupel d^^ in den ß Punkten b 
und in denjenigen « (p — 2/9— A— 1) (p — 2/9— A— 2) Punkten a', 
welche mit zusammen je zwei der Punkte a harmonisch trennen. 
Ausserdem berührt 2^^ das Dupel d^ in 0, und zwar (p— 2/9— A— 1)- mal. 

Diejenigen /9(p— 2/9 — A— 1) Punkte tt)i, welche mit zu- 
sammen je einen Punkt a und einen Punkt 6 harmonisch trennen, 
sind Wendepunkte von -2"^^, und das Dupel d^ ist ihre Wende- 
tangente. 

Diejenigen 2 /9 09— 1) Punkte W2, welche mit zusammen 
je zwei der Punkte 6 harmonisch trennen, sind Wendepunkte 
zweiter Ordnung der Curve -2"^^, welche die zugehörige Wende- 
tangente d^ in ihnen fUnQ)unktig schneidet. 

Femer ist (man erkennt dies durch Betrachtung der Punkte 
der Curve (f in der Umgebung von und von einem der Punkte b) 
für die Curve 2^^ ein /9-facher sichelförmiger Rückkehrpunkt, 
dessen beide Zweige auf einer und derselben Seite der zugehörigen 
Rttckkehrtangente d^ liegen. 

Die Tangenten der Curve (f in den p— 2/9— A— 1 Punkten a 
und in (also d^ selber) berühren 2^^ auch, aber im allgemeinen 
nicht in diesen Punkten. 

Mithin ist jetzt das Dupel d^^ eine 

[|(p-Ä)(p-ft-l)+l]-fache 
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Tangente von S^^^ es lassen sich aber an diese Carve von au 

|(p-*)0»-&+i) 

Tangenten ziehen, die mit d^ zusammenfallen. 

Die zu d^^ conjngirten n— 2 Strahlen der Involution sin 
(p— Ä)-fache Tangenten von -2*^^, ihre (n— 2)(p— &) ausserhalb i 
gelegenen Schnittpunkte mit der Curve (f sind (p — Ä)-fache Punkt 
von -2"^^, und es gehen von einem solchen Punkte p— 2/?— 
Tangenten nach den Punkten und a, während nach den Punkten 
je zwei zusammenfallende Tangenten laufen. 

Berühren mehrere Dupel der Involution die Curve C in C 

so gilt für sie Entsprechendes, und im übrigen findet das unter ] 

und l,a) Gesagte Anwendung. 

Jede andere Annahme über die Berührungen der Dupel der Involutio 

mit ^a^ etc., wie sie in diesem Paragraphen beschrieben worden sind, fUhi 

zu widersinnigen Folgerungen. 

Zerfall der Curve 2a^, 

Es möge noch auf den etwaigen Zerfall der Curve 2^^ hingedeutc 
werden, obwohl der Gegenstand hier, als zu weit fahrend, nicht erschöpfen 
behandelt werden kann. 

Gehören k Tangenten des &-fachen Punktes der Curve C^ eine 
und derselben Gruppe der Involution (J)* an, so ist derselbe, als Envelopp 
betrachtet, offenbar ein ^ k (k --lyidiGlLQv Bestandtheil der Gesammtcurv 
2o^. Die Klasse der übrigbleibenden eigentlichen Curve ^^r ist also gleic 

Jene *' Tangenten sind (A'— l)(/i— A— l)-fache Tangenten, und di 
mit ihnen eine Gruppe der Involution bildenden n— A' Strahlen sin 
Ä'(p — A)-fache Tangenten der Curve -2^,. 

Haben k' Tangenten des A-fachen Punktes 0, welche einer und dei 
selben Gruppe der Involution angehören, in mit je 

^U ^2? •••? ^k'l 

Zweigen der Curve C^ eine Berührung, so ist ein 

[«i(^2 + - + ^t/0 + ^2(^3 + - + ^tfO + --^itrf_i-;fif,]-facher 
Bestandtheil der Gesammtcurve etc. etc. 
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Fallen von den k Tangenten des Punktes 

Äi, &2, ..., kl 
Je in eine zusammen, und gehören diese l Tangenten einer und derselben 
Gruppe der Involution an, so ist ein^ ^(i— l)-facherBestandtheil der Ge- 
s&mmteurve -2"^^, welche also noch aus einer eigentlichen Curve von der 
fClasse 

l>^Bteht, und jene l Tangenten sind für sie (i— 1) (p— Ar- l)-fache Tangenten, 
^t>ie mit jenen X Tangenten eine Gruppe der Involution bildenden n — l 
^^xahlen gehören der Curve aber als Ä(p — Ä)-fache Tangenten an. 

§3. 

Um jetzt die Brennpunkte der Curve C„ zu construiren, nehmen wir 

if der g^ eine hyperbolisch-gleichseitige quadratische Punktinvolution (3)* 

Von den beiden Punkten jeder ihrer Gruppen gehen an C^ je ni Tan- 

&^nten, die sich in m^ Punkten a schneiden, deren Ort eine Curve m(iii— l)-ter 

^^rdnung ^"'("»-^> ist und Fokalcurve heissen möge; denn sie geht durch die 

•w* Brennpunkte von C^. 

Die Dupel von (3)' sind ^ fii(m — l)-fache Punkte der Fokalcurve, 
^welche C^ unter anderen in den Berührungspunkten der Tangenten schneidet, 
die von jenen Dupeln au C^ gehen. 

Eine Asymptote der Curve C^ möge p, ihr Schnittpunkt mit der g^ 
aber P« heissen. Zu P^ gehört ein conjugirter Punkt PI der Involution (3)*, 
von welchem aus m Tangenten p' an C„, gehen. Dieselben berühren die 
Fokalcurve in den Schnittpunkten, welche sie mit der Asymptote p ge- 
meinsam haben. 

Denkt man sich alle möglichen hyperbolisch-gleichseitigen quadrati- 
schen Punktinvolutionen auf der ^^, so entspricht ihnen eine Reihe von 
Fokalcurven, von denen ^ »w(iw — l) durch einen beliebigen Punkt Q der 
Ebene laufen. Denn die m Tangenten, welche von Q an die Curve C^ 
gehen, lassen sich in ^m^m—l) Paare ordnen, von denen jedes die g^ in 
zwei Punkten trifft, welche eine jener Involutionen bestimmen. 

Ist m >> 2, so sind drei Fokalcurven nöthig^ um die Brennpunkte der 
Curve C^ zu erhalten. 
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Ist C^ ein Centralkegelschnitt, so bilden sämmtliche Fokalcnrven ein 
Büschel gleichseitiger Hyperbeln IP^ dessen Grnndpnnkte die Brennpunkte 
sind. Einer solchen Hyperbel können unendlich viele Parallelogramme 
einbeschrieben werden, welche dem Centralkegelschnitt umbeschrieben sind, 
und deren Seiten die g^ in zwei Punkten treffen, welche die unendlichen 
Punkte der gleichseitigen Hyperbel harmonisch trennen. Alle diese gleich- 
seitigen Hyperbeln sind mit dem Centralkegelschnitte concentrisch. Die zu 
den Asymptoten einer solchen gleichseitigen Hyperbel parallelen Tangenten 
des Centralkegelschnittes berühren diesen in den Punkten, welche er mit 
jener gemein hat. Die gemeinsamen Tangenten t beider Curven gehen 
durch diejenigen Punkte der ^^, welche mit je einem unendlichen Punkte 
des Centralkegelschnittes zusammen die unendlichen Punkte der gleich- 
seitigen Hyperbel harmonisch trennen. Der Berührungspunkt der gleich- 
seitigen Hyperbel mit einer Tangente t liegt auf derjenigen Asymptote des 
Centralkegelschnittes, welche mit t die unendlichen Punkte der gleich- 
seitigen Hyperbel harmonisch trennt. 

Die Axen des Centralkegelschnittes bilden das einzige reelle Geraden- 
paar des Büschels gleichseitiger Hyperbeln, und man erkennt leicht, daaa 
auf der grossen (reellen) Axe zwei reelle, auf der kleinen (imaginären) 
Axe aber zwei imaginäre Brennpunkte liegen. 

Um die Brennpunkte eines Centralkegelschnittes mittelst des Kreises 
zu construiren, wähle man auf einer Axe a desselben ein Paar beliebige 
ausserhalb des Kegelschnittes befindliche Punkte a, a'. Diese bestimmen 
mit den (als bekannt fingirten) Brennpunkten dieser Axe eine quadratische 
Punktinvolution (3)^. Die von zwei conjugirten Punkten derselben an den 
Centralkegelschnitt gezogenen Tangentenpaare schneiden einander in vier 
Punkten, deren Ort ein Kreis d^ ist. Derselbe geht durch die Brennpunkte 
der anderen Axe, durch die Dupel jener Involution und durch die vier Be- 
rührungspunkte der Tangenten, die sich von den Dupeln aus an den Central- 
kegelschnitt ziehen lassen. Von denjenigen Punkten der (3)^ welche zu 
den auf der Axe a gelegenen Scheiteln des Centralkegelschnittes konjugirt 
sind, gehen je zwei gemeinschaftliche Tangenten der beiden Curven aus. 
Sie berühren den Kreis d^ in seinen Schnittpunkten mit der betr. Scheitel- 
tangente. 

Legt man also durch die vier Schnittpunkte der von zwei beliebigen 
Punkten einer Axe an einen Centralkegelschnitt gezogenen Tangenten 
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Zwei beliebige ansserbalb der Parabel befindlicbe Punkte ibrer Axe 
bestimmen als conjogirte mit ibren beiden Brennpunkten zusammen eine 
quadratiscbe Punktinvolution. Die von zwei conjugirten Punkten derselben 
an die Parabel gezogenen Tangenten scbneiden einander in vier Punkten, 
deren Ort ein Kreis ®^ ist, welcber durch die Dupel der Involution geht 
und den im Endlichen gelegenen Brennpunkt zum Mittelpunkt hat Die 
Berührungspunkte der von den Dupeln an die Parabel gezogenen Tangenten 
sind die Schnittpunkte dieser Curve mit (S^. Die zu den Scheiteln der 
Parabel conjugirten Punkte der Involution sind die Schnittpunkte je zweier 
gemeinsamer Tangenten beider Curven, und der Kreis berührt sie in seinen 
Schnittpunkten mit den Scheiteltangenten, von denen die g^ eine ist Und: 
Tangente und Normale eines Punktes der Parabel schneiden auf der Axe 
eine Strecke aus, deren Mitte der endliche Brennpunkt ist etc. 

Berührt eine Curve C« die g^ in mehreren Punkten, so kann der 

Zerfall einer oder mehrerer Fokalcurven herbeigeführt werden. Ist nämlich 

Ä>1, so kann man zwei der Berührungspunkte der g^ zu conjugirten 

Punkten einer hyperbolisch-gleichseitigen quadratischen Punktinvolution der 

g^ wählen, für welche dann die betr. Fokalcurve in die g^ und eine Curve 

von der Ordnung 

(m-l)(m-*)-l 
zerföUt. 

Berührt C^ die g^ in den unendlichen Kreispunkten A-mal (Jk > 0), 
sonst aber noch ft'-mal, so bildet die g^ einen A^-fachen Bestandtheil aller 
Fokalcurven, welche beliebigen hyperbolisch -gleichseitigen quadratischen 
Punktinvolutionen der g^ entsprechen, und die Ordnung der übrig bleiben- 
den eigentlichen Fokalcurve, auf welcher die im Endlichen befindlichen 
(m— 3ä— &'y Brennpunkte der Curve C„, liegen, ist gleich 

(m-l)(fii-2*-Ä')-*'. 

Wählt man zwei der Punkte, in denen C« die g^ ausserhalb der un- 
endlichen Kreispunkte noch berührt, zu conjugirten Punkten einer hyper- 
bolisch-gleichseitigen quadratischen Pnnktinvolution der y^, so entspricht ihr 
eine Fokalcurve, deren Ordnung um 1 geringer ist als die obige. 

Ist jeder der beiden unendlichen Kreispunkte für C^ ein Wende- bez. 
Undulationspunkt, in welchem die g^ von dieser Curve A-punktig geschnitten 
wird, während sie die g^ anderweitig noch *'-mal berührt, so ist die g^ für 
diejenige Fokalcurve, welche einer beliebigen auf ihr befindlichen hyper* 
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[> lisch-gleichseitigen quadratischen Panktinvolution entspricht, ein einfacher 
^standtheil, und die Ordnung der Übrigbleibenden eigentlichen Fokalcurve 
t gleich 

(i»-l)(iii-.2Ä-*'+2)-l, 

Ist m = 3 und berührt eine Curve C3 die g^ in zwei Punkten P«, 

Z^i Bo bestimmen diese eine hyperbolisch-gleichseitige quadratische Punkt- 

^wolution, von deren Dupeln aus zwei Tangenten an C^ gehen^ welche /, f' 

bissen mögen. Die Verbindungsgerade ihrer Berührungspunkte ist auch 

e Tangente t^ von C^ und stellt mit der g^ die jener Involution ent- 

Tcchende Fokalcurve vor. Der im Endlichen befindliche einzige reelle 

^ennpunkt der C3 liegt also auf der Tangente t^. 

Da die dreispitzige Hypocycloide z. B. die g^ in den unendlichen 

reispunkten berührt, so stellt jede ihrer Tangenten zusammen mit der g^ 

le Fokalcurve vor, d. h. sie hat keine im Endlichen befindlichen Brenn- 

nkte. (Das Vorstehende folgt aus sehr bekannten Eigenschaften der 

marven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt.) 

§4. 

Die Orthogonale. 

Der Ort der Scheitel der einer Curve m-ter Klasse C„ umbe- 

^^hriebenen rechten Winkel, welchen wir Orthogonale nennen wollen, steht 

la den Brennpunkten in einer innigen Beziehung und mag deswegen hier 

^östimmt werden. Wir denken uns daher auf der g^ diejenige quadratische 

unktinvolution (3)'^, welche die unendlichen Kreispunkte J, f zu Dupeln 

t und deshalb die circulare quadratische Punktineolution der g^ heissen 

öge; denn sie spannt an jedem im Endlichen gelegenen Punkte eine 

^rculare quadratische Strahleninvolution. 

Zieht man von zwei conjugirten Punkten der (3)J^ die Tangenten 
C«, so schneiden sich dieselben rechtwinklig in m^ Punkten ^, deren Ort 
^^ ie Orthogonale ist. Wenn C^ die g^ nicht berührt, so ist die Orthogonale 
^"^^on der Ordnung «1(1»— 1) und hat •/, J' zu 2m(m — l)-fachen Punkten. Sie 
^^^aasirt die 2 m Punkte, in welchen C^ von denjenigen Tangenten berührt 
"V^ird, welche von J, J' aus an sie gezogen werden können. Diese Punkte 
^:toÖgen als Fohalpunkte^ ihre Tangenten aber als Fokaltangenlen bezeichnet 
"^^erden. 

25* 



184 Zimmermann, über die Brennpunkte^ die Leiitinien und die Orthogonale. 

Schneidet die Curve C^, welche wir zunächst als allgemein voraus- 
setzen wollen, die g^ in m(m — l) Punkten 

SO wollen wir deren Tangenten, also die Asymptoten von C« durch 

(2.) 'n ^2? «»M 'm(w-l) 

bezeichnen, während die zu den Punkten (1.) conjugirten Punkte der In- 
volution (3)^ 

(3.) Pn?2, ...,Pm(m-l) 

heissen mögen. 

Dann sind die Tangenten, welche von den Punkten (3.) an C«, gehen, 
zugleich auch Tangenten der Orthogonale, und die zugehörigen Bertthrungs- 
punkte befinden sich auf derjenigen der Asymptoten (2.), welche denselben 
Index hat wie der betreffende der Punkte (3.). Dies folgt dualistisch aus 
dem in § 2 über die Curve 2^^ Gesagten. 

Hat die Curve C^ die g^ zur Ar-fachen Tangente, so ist die Ortho- 
gonale von der Ordnung (m— l)(m— A) und hat die zu den Bertthrungs- 
punkten der g^ conjugirten Punkte der (3)'^ zu (m — Ä)-fachen, die unend- 
lichen Kreispunkte aber zu ^ (»»—*) (m—Ä—l)-fachen Punkten. 

Berührt C« die g^ nicht in den unendlichen Kreispunkten, so ist es 
fUr die Vielfachheit dieser Punkte in Bezug auf die Orthogonale gleich- 
gültig, wie oft C^ die unendlichen Kreispunkte passirt. 

Ist die g^ eine A-fache Tangente von C^, und gehören die unend- 
lichen Kreispunkte zu den Berührungspunkten, so sind diese 

[^ (fii-A)(m-A-l)+l]-fache 

Punkte der Orthogonale (vgl. § 2 die Curve -2;j. 

Unter Umständen kann die Orthogonale zerfallen. Zieht man z. B. 
in jedem Punkte einer beliebigen festen Curve n-ter Ordnung C" die Tan- 
genten der durch ihn gehenden beiden Kegelschnitte einer confokalen 
Schar, so umhüllen diese eine Curve 3ii-ter Klasse Cj«, welche die g^^ die 
gemeinsamen Axen und Fokal tangenten jener Kegelschnittschar zu n-fachen 
Tangenten hat. Die Orthogonale der Curve C3, zerfällt in C** und eine 
Curve 3ii(2ii — l)-ter Ordnung, welche die unendlichen Kreispunkte 
it (2»— l)-mal passirt. 
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deren Bertthranggpunkte 6 heissen mögen. Die Strahlen 06 bestimmen je 
eine Gruppe der Involution, deren übrige p — 1 Strahlen die Curve C^ 
ausserhalb in je n—* Punkten treffen, deren Tangenten die Gerade g 
in m(n—k)(p—l) Punkten g' schneiden, die dem Punkte g entsprechen. 
Umgekehrt entsprechen auch «1(1»— &)(/i — 1) Punkte 9 einem Punkte g'. 
Die Correspondenzcurve der beiden Punktreihen (g) und (g') ist also von 

^^'^^^^ 2m(«-&)(p-l). 

Zu den Coincidenzpunkten der beiden Punktreihen gehören die 2(i»— *) (p — 1) 
Punkte go, in denen die Gerade g von den Tangenten getroffen wird, welche 
die Curve C^ in ihren ausserhalb gelegenen Schnittpunkten ^u init den 
Dupeln der Involution hat. Dem Orte $, welcher offenbar durch die 
Punkte Po geht, gehören die Coincidenzpunkte go nicht an, wohl aber die 
Übrigen. Um ihre Anzahl zu erfahren, construiren wir die Correspondenz- 
curve und nehmen daher zwei beliebige feste Gerade c, c* an, deren Schnitt- 
punkt 9Jl sei. Die beiden Punktreihen (g), (g') spannen in zwei Strahlen- 
büschel, welche die Geraden c, c beziehlich in den Punktreihen (c), (c') 
schneiden mögen. Verbinden wir einen Punkt c mit den ihm entsprechenden 
Punkten c', so umhüllt die Gerade cc' die Correspondenzcurve, welche von 
der Klasse 2m(ii— ft)(p— 1) ist. Diejenigen Tangenten, welche sich von 
an die Correspondenzcurve ziehen lassen, schneiden die Gerade g in den 
Coincidenzpunkten der beiden Punktreihen (g), (g'). Nun ist zunächst klar, 
dass die Geraden, welche mit den Punkten g« verbinden, einfache Tan- 
genten der Correspondenzcurve sind. Im übrigen gehen aber nur Doppel- 
tangenten von aus an diese. Denn, ist z. B. g^ ein Schnittpunkt des 
Ortes Sß mit der Geraden ^, so gehen von g^ zwei Tangenten /^, t^ an die 
Curve (C, deren Berührungspunkte b^, b^ mit verbunden zwei conjugirte 
Strahlen der Involution (jy liefern. Nun fallen aber in den Punkt g^, 
wenn man ihn zu der Punktreihe (g) rechnet, offenbar zwei entsprechende 
Punkte der Reihe Cg') hinein, und umgekehrt Mithin ist g^ eine Doppel- 
tangente der Correspondenzcurve, und es gehen von an diese nur die 
erwähnten einfachen Tangenten Ogo und 

(1.) (^-i)(,|«Ä)(p--i) 

Doppeltangenten, welche die Gerade g in denjenigen Coincidenzpunkten der 
beiden Punktreihen (g), (g') treffen, in welchen der Ort ^ die Gerade g 
schneidet. 



\ 
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T der ausserhalb befindlichen Schnittpunkte von (^ mit den zu jenen 
Tangenten t^ conjugirten Strahlen der Involution in (m— 2 *)(«—*) (p — l) 
Punkten p^ des Ortes $ getroffen, und dieser bertthrt in ihnen je die betr. 
Tangente r. 

Besitzt die Curve C^ eine vielfache Tangente r^, von deren Berührungs- 
punkten l auf conjugirten Strahlen der Involution (jy liegen, so gehört 
die 2^ i(i — l)-fach zu rechnende Gerade t^ dem Orte 5ß an. 

Hat CC einen mehrfachen Punkt F^, von dessen Tangenten e in 
eine zusammenfallen, welche s heissen möge, so sind die Tangenten der 
Curve in ihren ausserhalb befindlichen Schnittpunkten mit den zu OP^ 
conjugirten Strahlen der Involution (c — l)-fache Tangenten des Ortes % 
welchen sie auf der Geraden «, in s Punkten schneidend, berühren. 

Offenbar sind in der Zahl (1.), welche die Ordnung des Ortes $ 
ausdrückt, bereits alle durch Singularitäten der Curve C^ entstehenden 
Reductionen enthalten. Auf weitere specielle Fälle und Singularitäten des 
Ortes ^einzugehen ist für den vorliegenden Zweck unnöthig. 

Setzt man in der Zahl (1.) dieses Paragraphen p c= 2, so erhält man 
die Klasse der Leitliniencurven einer Curve m-ter Klasse n-ter Ordnung C^, 
indem man in jener Zahl m und n mit einander vertauscht, gleich 

(6.) („,-*) (n^i), 

wo * die Multiplicität der g^ fUr die Curve CJ; bezeichnet. Besitzt die 
Curve C^ einen vielfachen Punkt, so kann man die unendlichen Punkte 
zweier Tangenten desselben als Gruppe einer hyperbolisch-gleichseitigen 
quadratischen Pnnktinvolution der g^ wählen, fUr welche dann die Leitlinien- 
curve in jenen Punkt und eine echte Curve zerfällt. 

Denkt man sich jetzt die Leitlinien und die Brennpunkte einer 
Curve iit-ter Klasse n-ter Ordnung CC construirt, so muss noch bestimmt 
werden, welchem Brennpunkte eine jede Leitlinie zugehört Zu dem 
Zweck nehmen wir auf einer bestimmten Leitlinie 2 einen beliebigen 
Punkt Q an. Ein Strahl q desselben trifft die Curve Cl in n Punkten q, 
deren Tangenten sich paarweise in ^ «(ii— 1) Punkten schneiden, deren Ort, 
während der Strahl q sich um den Punkt Q dreht, eine Curve F^ von der 
Ordnung y ist. Diese Curve geht durch den zu der Leitlinie 2 gehörigen 
Brennpunkt der Curve C"„ denn 2 ist ein Strahl von Q. (Offenbar Ittsst 
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verschiebt, beschreiben die Pnnkte a eine Fokalcurve *, welche durch die 
Brennpunkte von C^ geht. 

Zur Bestimmung der Ordnung dieser Curve suchen wir ihre Schnitt- 
punkte mit einer beliebigen Geraden g auf. Zu dem Zweck ziehen wir 
von einem beliebigen Punkte 9 der Geraden g an C^ die m Tangenten /, 
welche den Kreis in 2m Punkten p treffen. Diese liefern paarweise mit 

einander verbunden 

2«i(«i-l) 

Gerade, welche nicht durch den Punkt g gehen und durch r bezeichnet 
werden mögen. 

Während der Punkt 9 die Gerade g durchläuft, umhüllen die Geraden x 
eine Curve von der Klasse 2m(m— 1), denn so viele Gerade t gehen von 
# einem beliebigen Punkte p des Kreises 6^ aus. Es lassen sich nämlich 
von p aus m Tangenten t an C„^ legen. Jede derselben trifft die Gerade g 
in einem Punkte 9', von welchem sich an C^ noch m— 1 Tangenten ziehen 
lassen, deren 2 (m—V) Schnittpunkte mit dem Kreise (S^ ebenso viele Tan- 
genten T in p spannen. Also ist die Klasse der von den Geraden r ein- 
gehüllten Curve gleich 2m(m—l). Wir wollen diese Curve T nennen. 
Sie hat die Eigenthümlichkeit, dass jede ihrer Tangenten den Kreis 6^ in 
zwei Punkten trifft, die an die Curve C^ Tangenten entsenden, von denen 
zwei sich in einem Punkte 9 der Geraden g kreuzen. 

Nun gehen von P^ aus an die Curve T 

2m(m-l) 

Tangenten r, denen auf g eben so viele Punkte 9 der Curve * entsprechen. 
Denn von jedem dieser Punkte 9 gehen an C^ Tangenten, denen solche 
Gerade x entsprechen, von welchen eine durch den Punkt P^ läuft. Mithin 
ist die Ordnung der Fokalcurve * gleich der Klasse der Curve T. 

Aendert man den Punkt P^ zwei Mal auf der g^ (oder behält man 
den Punkt P^ bei und ändert den Kreis & zwei Mal), so erhält man zwei 
neue Curven ^', *", welche mit * zusammen durch die m^ Brennpunkte 
der Curve C„^ gehen. 

Da diese zweite Methode der Construction der Brennpunkte geringeres 
Interesse bietet (bei der Parabel z. B. würde der im Endlichen befindliche 
Brennpunkt als gemeinsamer Schnittpunkt von drei Curven vierter Ordnung 
oder als Schnittpunkt der Axe mit zwei Curven vierter Ordnung zu be- 
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Kegelschnittes geht. Man erkennt leicht, dass in diesem Falle bei der 
Construction die Axen von Ä^ vertauschbar sind. 

Merkwürdig ist der Fall, wo der Kreis (S^ seinen Mittelpunkt auf 
der ersten Axe hat und durch die auf der zweiten Axe befindlichen Brenn- 
punkte von i^ geht. Alsdann ist nämlich K^ identisch mit ®^ weil K'^ 
erstens ein Kreis ist (da sich auf K^ zwei Brennpunkte von Ä^ befinden), 
zweitens aber durch die vier Punkte geht, in welchen & von den Scheitel- 
tangenten der ersten Axe des Kegelschnittes Ä^ getroffen wird. 

Liegt der Kreis K^ gan& innerhalb des Centralkegelschnittes Ä^ so 
geht K^ durch dieselben 14 Punkte wie oben, er entspricht aber den ima- 
ginären Punktepaaren des Kreises K^, welche auf Parallelen zur zweiten 
Axe liegen. 

§7- 

Metrische Construction der reellen Brennpunkte eines Centralkegelschnittes. 

Behufs metrischer Bestimmung der reellen Brennpunkte muss jetzt 
zur Vermeidung lästiger Rechnungen der totale Zerfall der Fokalcurve 
herbeigeführt werden. 

Dem KreisbUschel (6)^, dessen Individuen ihren Mittelpunkt auf der 
kleinen (imaginären) Axe von Ä^ haben und sich in einem Punkte C der- 
selben berühren, entspricht ein KegelschnittbUschel (ff)^, dessen Grund- 
punkte die beiden reellen Brennpunkte F, F' von Ä^ und die beiden Punkte 
P, P' sind, in welchen Ä^ von der Polaren des Punktes C geschnitten wird. 
Berührt nun ein Kreis 6^ des Büschels ((5)' den Centralkegelschnitt Ä^ 
doppelt, so entspricht ihm in dem KegelschnittbUschel (ff/ ein Kegel- 
schnitt Kl, der in zwei Gerade zerfällt. Dieselben gehen durch die Punkte 
F, F', F,P' und kreuzen sich in demjenigen Punkte D der kleinen (imagi- 
nären) Axe, welcher der Pol der Berührungssehne s^ ist. Sind die beiden 
Punkte P, P' reell, so repräsentiren diejenigen Doppelpunkte des Kegel- 
schnittbüschels (Kf, welche auf der kleinen (imaginären) Axe liegen, zwei 
Punkte Z), welche unserem Zwecke dienen. 

Der Kreis ß^ triflft die grosse (reelle) Axe von Ä^ in zwei Punkten, 
von welchen an diesen Kegelschnitt zwei Tangenten gehen, die den 
Geraden DF, DF' parallel sind etc. (Offenbar giebt es zwei Kreise (S^.) 

Um die Construction zu erleichtern, wählen wir für S^ den über der 
grossen (reellen) Axe von §t'^ als Durchmesser beschriebenen Kreis. 



i 
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im allgemeineren Falle durch formale Rechnung erhaltenen Reihen, sie 
sind aber insofern wesentlich einfacher, als die kleinen Divisoren fortfallen. 
Durch besondere Wahl der Integrationsconstanten ergeben sich die in der 
INähe der stabilen Gleichgewichtslage verlaufenden periodischen Bewegungen, 

Als Beispiel dient die Bewegung eines schweren Punktes in der Nähe 

der tiefsten Stelle eines elliptischen Paraboloids mit lothrechter Achse. 

Hauptzweck des vorliegenden Aufsatzes ist die Behandlung des 
&peciellen Falles im ersten Theil ; die formale Herleitung der allgemeineren 
Iteilien im zweiten Theil dient hier nur zur Vergleichung. 

Erster Theil. 

§1- 
Die Potenzreihen 

und 



►xin Aa>0 vorausgesetzt wird, seien für hinreichend kleine Werthe von 
I ^^^« I convergent. Wenn die Determinante 

// = \a^ß\ (a,^ = l,...,n) 

^^^<J die Unterdeterminanten ^«i (« = 1, ..., n) der Elemente a«i von Null ver- 
^^l^ieden sind, können wir, wie am Schluss von § 1 gezeigt wird, ohne Be- 
^^l::i.ränkung der Allgemeinheit sämmtliche Grössen a«^(a, /?= 1,...,«) von 
-N"mj^ll verschieden und sämmtliche n Quotienten 

- '.- («-1 n) 

gleich 1 annehmen. Dann lässt sich 

*= VPaß\ = iVai*a 

^'^ «ne Potenzreihe von a:i, ..., ar„ mit dem Anfangsglied J^ *« in eine Potenz- 
^^ilie mit dem Anfangsglied J^^ entwickeln, also -~ in eine Potenzreihe von 
^'^x ^ ...,a?„, welche für x^ = 0, ...^x^, = den Werth 1 annimmt. Mithin ist 



^= i-l-V'a= --jW^l + ---+^n^n) + - 
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eine Potenzreihe von a?i, ...,a?,, welche ausser den angeschriebenen Gliedern 
nur solche höheren als zweiten Grades enthält; in 

ist ö iP« mit einer Potenzreihe von a?!, ...,ar^ mit dem Anfangsglied 1 multiplicirt 
Die Hamilton-Jacobi^che partielle Differentialgleichung lautet unter 
den gemachten Voraussetzungen 

sie besitzt die Lösung 

WO 

gesetzt ist. Daraus folgen die Bewegungsgleichungen 

dw 
oder 



= Hß (^ = 2,..,«) 






(/9=»2,..^«) 



mit den Integrationsconstanten 

Aj, ..., Ä,; ff,, ..., ff».*) 

Wir beweisen die beiden über a^ß und — ^ aufgestellten Behauptungen. 
1. Unter der Annahme, dass die Determinante ^ sowie die Unter- 
determinanten *i, ..., *» für a?! = 0, ..., a?n = von Null verschieden sind, 



*) Stachel^ über die Integration der J7af?it//ofi-Jaco6tschen Differentialgleichang 
mittels Separation der Variablen (Habilitationsschrift, Halle 1891). — Dargestellt in 
Charliery Mechanik des Himmels, Bd. I, S. 77 ff. — Vgl. auch Liouville^ Memoire sur 
rint^gration des equations differentielles du mouvement d'un nombre quelconque de points 
materiels (Liouvilles Journal 1849, besonders S. 286 — 290). — Ferner Noten in den 
Comptes rendus von Stäckel (Bd. 116, S. 485 u. 1284; Bd. 121, S. 489) und Goursai 
(Bd. 116, S. 1050); sowie Stäckel^ Bewegung eines Punktes in einer n-fachen Mannig- 
faltigkeit (Math. Ann. Bd. 42). 



f 
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k&nn man, ohne T and U zu ändern, die q)aß so abändern, dass sämmtliche 
y>«^ (0) von Null verschieden sind. 

Ist nämlich ein Element y„„ (0) der «-ten Zeile von J gleich Null, 
so ersetzt man die n Elemente (p^n (^«) (« = 1, ...,*») der n-ten Zeile von ^ 
durch 

WO ;fi, ...,;r„_2 beliebige Constante sind. Da ^«»(0), ..M9^a,ii-i(0)» ipan{^^ 
niolit sämmtlich verschwinden können, so ist 9a«(0) von Null verschieden, 
virenn specielle Werthe von ;fi, ...,;f„»2 ausgeschlossen werden. Sind nun 
5Pi^ (0), .-., 9>»i, (0) sämmtlich von Null verschieden, ist aber z. B. (paß(S^) = 0, 
wo ß eine der Zahlen 2,...,« — 1 ist, so ersetzt man die «Elemente der 
/?-ten Zeile (paß(j^a)(^ = 1? •••»«) durch 

S<^blies8t man specielle Werthe der Constanten x aus, so sind (piß(0)^ ..., ^nfi(0) 
ftttxKimtlich von Null verschieden. 

2. Ohne T und U zu ändern, kann man die x^^ sowie die <paß{p^ 
n. 1:1.^3. y^ai^a) so abändern, dass -^ für die Null werthe der Coordinaten den 
^^^^rth 1 annimmt. 

Da T stets positiv ist, müssen die n Grössen 

^al ga 

i^^^^^Äitiv sein. Wir führen an Stelle der x^ die neuen Coordinaten 

:= - .^ 
^^^^^ und setzen 

V*. (««) = 9' Va («a) = - 2 ^« ^ + ■••> 

^^^ ^:ä r. = g^ X^ ist Unter Einfahrnng der Bezeichnung 

* = \V>aft\ = i Vat *« 
a=l 

^^^^i.t man 

27* 
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Nnn ist 



und 









Da -^ in eine Potenzreihe von a?,,...,aj„ mit dem Anfangsglied ^— = 1 

entwickelbar ist, so ist -~ eine Potenzreihe von X|, ...,5^ mit dem Anfangs- 
glied 1. Somit ist 

War keine der Grössen (paßd^) gleich Null, so sind auch sämmtliche 
Grössen (paß(^) von Null verschieden. 

§2. 
Die Function 

ß—l 

geht, wenn man vorübergehend 

Ai = In ..., A» = 1^ 
setzt, in eine Potenzreihe von a:«, li, ...,|„ über, welche mit quadratischen 
Gliedern beginnt und in welcher das Glied mit xl nicht fehlt. Nach einem 
Satze von Weierstrass*) gestattet eine solche Potenzreihe eine Factoren- 
Zerlegung von folgender Form: 

hierin sind /a,fl^« Potenzreihen von li,...,l„, und zwar fehlen in f^ die 
Glieder geringeren als ersten und in g^ die Glieder geringeren als zweiten 
Grades; G^ ist eine Potenzreihe von aii^, In .., ^m welche einen von Null 
verschiedenen Werth annimmt, wenn sämmtliche «+1 Argumente _ ver- 
schwinden. Nachdem die Möglichkeit einer solchen Zerlegung bewiesen 
ist, berechnet mau die Reihen ./«, g'« und G„ nach der Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten. Mau erkennt auf diese Weise, dass in unserem 



*) Weierstrass y einige auf die analytischen Functionen mehrerer Veränderlichen 
sich beziehenden Sätze (Werke Bd. II, S. 135fl'.). 
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Falle, wo Fa(x^) ansser von x^ nur von §?,...,§« abhängt, auch /'«,gr« nnd 

G^ C^«) Potenzreihen von fn..-,l3[ und von a?«» ^ii •••» ^« sind. Mit anderen 

Worten, fa und ga sind Potenzreihen von Ai, ..., A„, welche für A^ = ... A„ = 

verschwinden, und Ga{xa) ist eine Potenzreihe von a?«, A,, ..., A,. Indem 

man in der obigen Gleichung zunächst die Glieder gleicher Dimension in 

Ä, , -..,*« ^öd d*^^ ^^^ Coefficienten gleicher Potenzen von x^ vergleicht, 

findet man 

ffa = —jiJt a^ß hfl -4 2; a^ß hß ■ £ \^ j , H — r-,— + y,-j A^+-. • 

Aa ^ ^ ß A-a Aß A« -^ 

*ra C^«; = K — ^a Xa — ^a ^a"" -^ 2, (^ J4 T — JT" + ö«>9 J A^+.- . 

p ^a Aß -^ 

Man hat 

2 "" 2 ' 

Wir führen an Stelle von ä,,...,A, neue Constante ä,,..., *, ein, 
***<iem wir 

n J 

_ ß=\ - 

^^tzen, sodass A,,...,A„ Potenzreihen von Äj, ...,ä^ werden: 

^3iabei ist Jaß die Unterdeterminante von a«^ in der Determinante J, Die 
^^otenzreihe — ^ von Ai, ..., A, geht in eine Potenzreihe von AJ, ..., ft^ über: 

• '^« "" 2& *^ + ,-fi "~2'AT^r *'^ + '" ' 
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und Ga{x^) wird eine Potenzreihe von a:«, ArJ, ..., Ar^. Wir haben jetzt 

ag + K __ 1^ Og bg __ . »N 

also 

Die Function Ga{x^ = ^a— *l^a+-- ist für hinreichend kleine Werthe von 
k«|, *?,..., ArJ positiv. 

Wir geben unseren Integralgleichungen die Form 



^ f 



(fax (Xg) dXg ^ jj 

y(Xg-aa)(bg-Xg)yGg(Xg) ^^ '' 

(paß (Xg) dx, 



" /**« (paß \Xa) (*Xa „ 

g=i y V(xa— a«) (6« — Xa) j/G« {Xg) 

**a 

und nehmen unter der Voraussetzung, dass x^ zwischen a„ und b^ bleibt, 
alle Quadratwurzeln positiv an. Nimmt man | fti | , . . . , | Ar, | hinreichend 
klein an, so kommen auch a« und 6^, welche verschiedene Vorzeichen 
haben, der Null beliebig nahe, und es sind die von Staude für n = 2 and 
von Stäckel für beliebiges n gemachten Voraussetzungen erfüllt :**) 

1) (pgß(x„) ändert für Werthe von Xa zwischen a^ und b^ das Vor- 
zeichen nicht (denn (paßi^) ist von Null verschieden); 

2) Gg(Xg) ist ftlr alle Werthe von Xa zwischen a« und 6« positiv; 

3) die Function 



IG, ...j/Gn 
ändert ihr Zeichen nicht und ist von Null verschieden, wenn x^ zwischen a« 
und 6« bleibt. 



*) Man hätte ebenso gut "^ ^ ^ = — *« setzen können. 

^) Staude, über eine Gattung doppelt reell periodischer Functionen zweier Ver^ 
änderlicher (Math. Ann. Bd. 29); über die Bewegung eines schweren Punktes auf einer 
Rotationsfläche (Act. math. Bd. 11); über bedingt periodische Functionen eines beschränkt 
veränderlichen complexen Arguments und Anwendungen derselben auf Mechanik (dieses 
Journal Bd. 105). — Stachel, Habilitationsschrift (Halle 1891); über die Bewegung 
eines Punktes in einer n-fachen Mannigfaltigkeit (Math. Ann. Bd. 42); über die Gestalt 
der Bahncurven für eine Klasse dynamischer Probleme (Math. Ann. Bd. 54). — Vgl. auch 
die Darstellung bei Charlier, Mechanik des Himmels, Bd. I, S. 97ff. — Für n = 1 vgL 
Weierstrass^ über eine Gattung reell periodischer Functionen (Werke Bd. II) sowie § 4 
und § 5 des zweiten Aufsatzes des Verf. zur Theorie der kleinen endlichen Schwingungen 
Ton Systemen mit einem Freiheitsgrad (Zeitschr. für Math. u. Phys. Bd. 49). 



f 
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(/9=1, ...,«) 
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Wir setzen 

Öa + fca 1 öa — ba kt i r 

Xa = 2 + 2 ^^® *^« = K^ + K cos IT« 

nd ordnen dem Gebiete a^...ba der Veränderlichen Xa das Gebiet 0...7r 
^3er nenen Veränderlichen «?« zu. Dadurch wird 

'■and unsere Integralgleichongen gehen in 

assl •/ 


^Slber, worin 

^szn setzen ist. 

Unter Berttcksichtigung der Gleichungen 

X^ = Äa + *«COSf«J«, 

^a = (Ä2 + ^*^a) + 2lira Ar, cos f£),+ i*i cos 2f£), 
^n. s. w. findet man 

haß M = Sl?j+Si'j &, cos ir, + 2Si^^ A^, cos 2t£)«+-, 
^wo SJ,^\ S?^, SSy, ... Potenzreihen von &J, ...,&2 sind; insbesondere ist 

0(0) ^ ?^ I ... 



3)emnach ist 

^*« (paß C«a) rfa?- 






eine Potenzreihe von Ar^, ...,Ar^, und die Determinante 

ist für hinreichend kleine Werthe von [ArJ, ..., |Ar,| von Null verschieden. 
Femer ist 

r'^Kß (trj dw, = Si>, + i Si^; Ä^ sin ,uir,, 



• 
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also 

h=- iSi^iir«+i is>; Ar," sin ^ir,. 

a=l ßi=\ a=\ 

An Stelle von /|,...,/„ führen wir auf Grund der Gleichungen 
neue Veränderliche tii,...,ti^ ein. Durch die Gleichungen 

wird JYß als Potenzreihe von ä?,...,&^ definirt. Dann ist 

tiß = tr^+ Z 2:T^^ ka sin ^O (^ = i,...,*.). 

/u=l a=l 

§3. 
Nach einem von Staude für n = 2 nnd von Stächet für beliebiges n 
aofgestellten Satze**) ist 

a:„ = /«(«,,...,«,) (« = > -) 

eine eindeutige analytische Function mit den Eigenschaften: 

/«(-«l,...,-«n) = A(«l)---i«,). 

/, («,+2m, 71», ..., «„+2m,Ji») = /„ («„ ..., «J; 

hierbei sind ii}i,...,m, beliebige ganze Zahlen. Eine solche Function lässt 
sich in eine unbedingt und gleichmässig convergente trigonometrische Reihe 

X. = 2; ... .^. <■:!...,.. COSCV, Ö. + - + V, wj 

(ri,...,>'„ = — 0O...4-») 

entwickeln, worin 

-^t??.....„ = p-^ / ' - y ^a cos (y, tti + • • + n tin) flf«'i ••• du, 

ist.***) (Wegen .^y^,..„^ = ^_y^ ..„.^^ lassen sich je zwei Reihenglieder ver- 
einigen.) Unter Einführung der Fuuctionaldeterminante 

*) In den benutzten Arbeiten ist a« < ba vorausgesetzt, während es bei uns vom 
Vorzeichen von ha abhängt, welche der beiden Grössen a^, ba die grössere ist. Man 
sieht aber, dass die Formeln des Textes vom Vorzeichen von ä« unabhängig sind. 

**) Staude^ Math. Ann. Bd. 29. — Stächet^ Habilitationsschrift. — Der in § 5 der 
Habilitationsschrift von Stächet gegebene Beweis scheint allerdings der Vervollständigung 
zu bedürfen. 

***) Durch partielle Integration findet man, dass 

I >:a) . _^_ 



/ 
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ist 

" 

Man bat 

»',«,+•••+»'»«. = "itPi + '-' + r^W^ + J?, 
"WO 

»? = 1 i (v, ni^ + ••• + 1', Tf/;') ÄS sin .«»„ 

Ai=l a=l 

ist:. Also ist 

-1? sin (vi tt?i + .-. + v^ fO - 2" rf cos (Vi f^i + - + n «?») + ••• , 

'^^'orin die geraden Potenzen von r\ mit cos(yifriH — ), die ungeraden mit 

siin (yxV^\-\ — ) multiplicirt sind. Die m-te Potenz von ri ist eine Summe von 

GS- 1- Oasen 

P/rf ... Arjlf« sin .Uj tr, ... sin ii^ w^ (a'i+ ••4-/i„ = m), 

"^vo P eine Potenzreihe von &i, ..., A^ darstellt, oder eine Summe von Grössen 

^'^^oxin cos oder sin vorkommt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
-'^«i.e Product 

in COS ^ , , V 

''sin (^i«^i + - + ^«^0 
^^t also eine Summe von Grössen von der Form 

PÄr ... Ä?» cos ((v,±uO w, + '- 4- (v, ± .a„) «?,), 
^^<i^ /ii,..,,^^ positive ganze Zahlen einschliesslich Null sind. Eine Summe 
^» derselben Form ist cos (v, «ij + ••• + 1'« «i^). 
Femer ist 






^^"t» wenn v,,...,Vn sämmtlich von Null verschieden sind, dagegen 

^^^nn nur v,, ..., Vm von Null verschieden sind. Dabei ist A eine von v, , ... unabhängige 
l^Oaitive Grösse. 

Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 3. 28 
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WO c^aa = 1? ^aß = (« ^ /?) 18*- Di^ FunctionaldeteriDmante D(w,. ...^ttS 
ist also eine Summe von Grössen von der Form 

P kl' ... kl* cos Ol Wi ... cos a^ w^ 

oder eine Summe von Grössen 

Pk\' ... kl^ cos (öl fri + --± a^irj, 

woai,...,a„ positive ganze Zahlen einschliesslich Null sind. 
Mit Rücksicht darauf, dass 

gesetzt wurde, ist die zu integrirende Function gleich 

K^ cos (i'i «1 + •••) D + &a cos tt?« cos (vi «i + •••) D. 
Der erste Theil ist eine Summe von Grössen 

PÄf+^^..A^+-«cos((i/i±iU,±aOfr, + ... + (n±^n±0«^0; 
der zweite Theil ist eine Summe von ähnlichen Grössen, es erscheint nur 
ha mit dem Exponenten ^a^ + a« + 1 , und unter dem Zeichen cos ist ir« mit 
^a ± /^a ± ^a ± 1 multipUcirt. 
Nun ist das Integral 

•• J cos {y.^ 1^1+ — +;f, tt?J rfiTi ... dw^ 

ü 

gleich Null, wenn mindestens eine der ganzen Zahlen Pfi,...,^^, von Null 
verschieden ist, während es für ;fi = 0, ...,;?„ = den Werth (27i)" annimmt. 
Wir haben also bei der Berechnung von A^^^^_^^^ nur diejenigen Glieder der 
zu integrirenden Function beizubehalten, in welchen i^i ± ^Mi ± a^ = u. s. w. 
ist; dann ist aber .u^+ai entweder gleich \v^ oder um eine gerade Zahl 
grösser als \v\^ es ist also &{'*+''^ entweder gleich AJ*'^' oder gleich dem 
Product aus &]"' und einer Potenz von AJ mit ganzem positivem Expo- 
nenten; u. s. w. Der in Betracht kommende Theil des Integranden ist 
demnach 

wo /'^t?...,r„ eine Potenzreihe von äJ, ..., h\ darstellt. Es ist also 

Der Coefficient ^f)f.^,(, = ^uT?..,!) beginnt mit Gliedern ersten Grades in 
AJ, ..., Ä^. Denn ein von den k freies Glied kann in ^oT?.." ^^^^^ vorkommen, 
weil der Factor x^ des Integranden kein solches enthält. — Der Coefficient 
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^??..,i,...,ü von cosii^ in der Reihe für x^ enthält im Falle a^ß kein in 
den k lineares Glied, im Falle a = /? das lineare Glied ^ &«• Denn die 
Glieder niedrigsten Grades in ^o?L,i,...,o erhält man, indem man in jedem der 
drei Factoren o;«, costr^,!) der za integrirenden Function das niedrigste 
Glied ka cos ir«, cos Wß^ 1 beibehält. Nun ist aber 

pS-Aj^ / ••• / COSO?« COS«?^ rflTi... rflT. 

ü 

gleich 2 *a für a = /9, gleich Null für « ^ /?. Auch der Coefficient von 

cos (— IIa) ist gleich ^ *a? der von cos (— n^) gleich Null. Die Reihe fUr ar. 
enthält also ausser dem linearen Glied k^ cos ti« nur Glieder zweiten und 
Ixöheren Grades in Bezug auf Ati,...,/?«. 
Wenn wir nun 

setzen, so geht 

_ TT * ag 
**« - i2 A ö^ ^ 



in 



liier, wo 



und 



«a = (>a' + 4 



_ n asi_ 

P« "" ^2 diDal 



n ^ dSi 

'« ~ fl A öco«^ ^^ 



i^at. Hiemach sind A, ...,/« ebenso wie ^i,...,J7, willkttrliche Constante. 
Weil 

iZ = -y y- + -- 

Äj ... Ajl 



_^.... 

Oütal A, ... Aa—l Aa+l ... A« 

f^otenzreihen von &^, ...,iS^ sind, gilt das gleiche für 



28» 
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Wir haben demnach die folgende analytische Darstellung der in der 
Nähe der stabilen Gleichgemchtslage Xj = 0, ...,a?„ = verlaufenden Be- 
wegungen: 

»'1 ^n 

(V, rn =-x ... + x) 

dabei ist 

&!,...,&„ und /i....,/„ sind willkürliche Conslante] ßi,...,?« und Pt",^...,^^ sind 
Potenzreihen von k]^...^kl^ welche convergiren, wenn diese n Constanten hin- 
reichend klein sind: für ä^ = ... = /r, = ist p« = X^. Die Reihe für x^ ist 
für alle Werthe von t und für die Werthe von |Äi|, ..., |Ä„| unter einer ge- 
wissen Grenze unbedingt und gleichmässig convergent. 

§4. 
Wir geben den gefundenen Reihen verschiedene andere Formen. 
Zunächst ist (iO^{y^Uy-\ |-^««^n) ^^we Summe von Producten 

, cos , , cos I , 

COS 1^1 1 Wi und sin 1 1^1 1 u^ lassen sich als ganze homogene Functionen \v^ |-ten 

Grades von cos tii , sin «i darstellen u. s. w.; demnach ist cos(i/ifix-| h^»0 

eine ganze homogene Function von cos «i, sin Wj; ...; cosii^, sin«« und zwar 
von der Dimension \vß\ in Bezug auf cos w^, sin w^. Also erscheint 

als ganze homogene Function von Ai cos t#i, *! siniii; ...; Ä„ cost/«, A, sin«^. 
Die Potenzreihe /^lt,\..,y„ von Ai,...,A^ lässt sich wegen 

k\ = (Ai cos w,y-f (Ai sin fii)^ ... 

auch als Potenzreihe von A^ costii, Ai sintii, ... auffassen. Demnach ist 
das Glied 

^t??....^„ cos {y, fi, + ...+!/, fi,) 

der Reihe ftir x^ eine Potenzreihe der n Argumentenpaare 

A^cost/j, A^sinti^ (/» = !,...,••). 

Da die Reihe für a?« unbedingt und gleichmässig convergirt, wenn 

I A^ cos t/^ I <; r, I A^ sin Uß\<ix (>? = i,...,«) 
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und r hinreichend klein ist, so lässt sich*) x^ als Polensreihe der 2n Ar- 

£iumenle 

kßCO^Ußj kß^inuß (i = i,...,n) 

^arelellen, welche convergirt, wenn die absoluten Beträge dieser Argumente 
Aleiner als r sind. Diese Potenzreihe enthält kein von den Argumenten 
freies Glied und das einzige lineare Glied &« cos ii«. 

Man kann x^ auch als Potenzreihe von Äi,...,ä„ mit von Wi,...,fi^ 
^ftbhängigen Coefficienten auffassen. Es sei 

^wo fiti, ..., m« ganze positive Zahlen einschliesslich Null sind, also 

Ordnet man nach Potenzen von *i,...,ä„, so erhält man 

x,= 2: h^...klA 2: ^cos(yi«i, + ...+i'„o|, 

%D0 j9i,...,j9„ ganze posilite Zahlen sind und die Summe ^ welche den Coeffi- 
cienten eon *?*... AJ« bildet^ über diejenigen ganzzahligen Werthe eon y,, ..., y, 
erstreckt wird, welche die Bedingung 

ki| =/?i-2mi,...,|v„| = p„-2iii„ 
erfüllen; hierbei sind fWi,...,m„ positive ganze Zahlen. Diese Reihe ist für 
alle Werthe von Wi,...,fi„ und für |*i| <;r, ..., |Än| < t: unbedingt und 
^leichmässig convergent. 

Wir ersetzen die zuerst eingeführten Constanfen 

'•n •••? '•ni ni •••? ^n 

^tirch die 2n neuen Constanten 

&1 = k, cos 4, &1+« = &« sin /„ (a = i,...,n). 

Setzt man 

^o ist w« = t?a+4, also 

Ä^ cos Ua = &« cos f?a— *l+a sin tj«, 
Ä^ sin f/« = k'a sin ««+&«+« cos tJ«. 



♦) iyeier«/ra55, Werke Bd. I, S. 70flf. 



i 
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Die Reihe füra?«, welche früher als Potenzreihe von 

Ä^cosw^, kßBinUß (^ = 1, ...,!•) 

dargestellt wurde, geht jetzt in eine Potenzreihe von ä1,...,Ä2, über: 

darin hat §( die Form 

2 Const. cos*' ©1 . . . cos*« v^ sin*«+i t, ^ . . , sin»»« t?^ 

oder 

2 Const. cos (l^i t?i H \-Vn ^n)) 

wo 1^1, ..., y, positive oder negative ganze Zahlen sind, welche die Bedingan] 

ky^l =/^/9+P»+y9 — 2fll^ (-^ = 0,1,2,...) 

erflillen. Die Reihe beginnt mit den linearen Gliedern 

AaCost?« — *l+„sinf?^. 
Wegen kl = k'^ + k'^a gehen Pi, ...,()„ in Potenzreihen von 

über. 

Anders geordnet wird unsere Reihe 

x, = -T... -2" {^,:,\..,,^C08 {v, u, + - + Vn tt«) 



»'i •'n 



+ B<«>...,,^8in(i^,ii, + - + v,«i,)} 

-^i^?,^..,»'n ^^^ ^??...»>'n ^^^^ Potenzreihen von /rl,...,Ä2» mit Gliedern 

Const. /r^...ft;j;^», 
deren Exponenten die Bedingung erfüllen: 

Pß+Pn+ß == |l^^|+2m^ (>9 = 1,....«J. 

Ah Inlegrationsconstante mögen jetzt die Anfangswerthe der Coordi- 
naten und der Geschwindigkeiten eingeführt werden. Für / = sei 

Oben war x^ als Potenzreihe der 2« Grössen 

lyff = *^ cos f>ß'-k'^^ß sin t?^, 

17^ = A^ sin Vß + &„H.^ cos ^ß 
dargestellt : 
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worin Ai""^ « und Bi""^ ^ Potenzreihen der c, c mit Gliedern von mindestens 
der Dimension |vi|H [-h'«| sind. 

§ 5. 

Aus den bisherigen Darstellungen der in der Nähe der stabilen 
Gleichgewichtslage verlaufenden Bewegungen ergeben sich durch specielle 
Wahl der IntegraÜonsconstanten Darstellungen periodischer Bewegungen. 

Setzt man in der am Schluss von § 3 aufgestellten Reihe 

SO wird 

Xa= JP^f/rp COS i/,tii; 

»1=0 

hierin ist tii =^1/+/, und p, = Ai + -- eine Potenzreihe von k\ ebenso wie 

n-^^ = nrJ,...,o «nd /^l?^ = n?^,...,o+/^^:VVo,...,a = 2P[«>o,...,^ Diese Reihe 
stellt eine periodische Bewegung mit der Periode 

2n 2n 



Qi ^ 



+ ' 



dar. Die »— 1 Bedingungen &« = (a = 2, ...,ii) zerfallen in 



Ca 



wo an Stelle der Punkte Potenzreihen von Ci, ..., c„; c^, ..., cl stehen, welche 
mit quadratischen Gliedern beginnen. Hieraus berechnet man C2,...,c«; c^,..., c), 
als Potenzreihen von Ci, c[*) mit Gliedern mindestens zweiter Dimension. 
Durch Einsetzen dieser Potenzreihen geht 

«1 = ^l +^n+l = ^1+ 32'+ "^ 



WO die weggelassenen Glieder von mindestens dem dritten Grade in 
c,,C2,...; cl,C2, ... sind, in eine Potenzreihe von Ci, cl über, welche mit 
quadratischen Gliedern beginnt: 



,'2 



^1 — Cj + -TT ~r ••• • 
''1 

Demnach wird p, eine Potenzreihe von Ci, cj, in welcher die linearen Glieder 

fehlen. Setzt man 

f 1 = 9i t, 

*) Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes der Zeit ( erreicht man, dass 
c\ = wird. 
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Setzt man 

SO ist 

nnd 

+ Bi^]_,^ün (v^p, + '- + v„,pJv} 

stellt eine Lösung mit der Periode -- dar. Hierin sind AI, ..., k[„] *l^.l,.••^^Uf« 

Potenzreihen mit Gliedern von mindestens der Dimension |vi|H hl^'ml- 

Da sich auf Grund der Gleichungen 

/r,+i = 0,...,A, = oder *Ui = 0, ..., Äl = 0, C«+i = 0, ..., Ä^, = 

die Anfangswerthe c^+,,...,c„, c'„+i,...,cl als Potenzreihen von 

r I 

^1? •••? ^m? ^n •••} ^m 

darstellen lassen, welche mit quadratischen Gliedern beginnen, so erscheinen 



&L = c. + -, &:+a = -r+- 



(a = l,...,fn) 



und damit auch ^i^,^.,^^ und 0^"^..^^^ als Potenzreihen von c», ..., c„,, c,,..., cj«. 
Da die m— 1 Grössen 

*»1 — ^l 1^ ;^2 i^"*7 •••) '»r/1-1 — ^TO-1 I ^a -^... 

Potenzreihen von 

1^2 — /•2 _1_ •^w , 
'*m — *^m"r TT I "• 

sind, so müssen nach Annahme der rationalen Zahlen 9m-.., 9^-1 zwischen 
den 2 m Grössen 

C| , • . . , Cflt } Ci , . • • , c^ 

m— 1 Relationen bestehen. 

Sind insbesondere ^1, ..., ^„, commensurabel, so erhält man eine Schaar 
periodischer Lösungen, wenn man 



Hl 

setzt. 
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§6. 
Als Beispiel diene die Bewegung eines schweren Massenpunktes in der 
Nähe der tiefsten Stelle eines elliptischen Paraboloids mit lothrecht aufwärts 
gerichteter Achse*) 

— + — = 2a (P.^9>o). 

P <i 

Wir setzen 

2 __ Pß — p)(p-f ^) 

X — ' • 

p—t 

.,8 _ ?(A-g)(^-g) 

y - p-q ^ 

_ x+^-p— g . 

* 2 ' 

jeden Punkte aj,y,a der Fläche entspricht ein Werthepaar X,fi, so dass 

ist. Es ist i = p für die Parabel 

aj = 0, y* = 2qz, 
.«* = ^ ftir die Parabel 

j^ = 0, a;' = 2pÄ; 

.***i tiefsten Punkt x = 0, y = 0, a = i8tÄ=p, « = 9. Wenn die Masse 
**^S bewegten Punktes gleich 1 gesetzt wird, so ist die lebendige Kraft 

^ _ 1 _ Xß-fi) (diy 1 tiq-fi) (dfiY 
- 8a-p)(X-q)\dt) -^S(p-ti)(ji-q)\dtJ' 

^^^ Kräftefunction 

U= -gs = -2 9(.^ + f^-p-g)' 
Durch die Substitution 

X—p = —1-, fj,—g = —^ 
^ir-Mlt man 

^ = *»Vi-^-:^' y = *2F + KP-"^' '-2^+2^,' 
^tnern Werthepaar aji, x^ in der Nähe von «1 = 0:2 = entspricht ein 



*) Vgl. de St.-Germain, Mouvoment d'un point posant sur un paraboloide (Lioav. 
Journ. 1877). 

29* 
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Flächenpunkt x^ y^ ss in der Nähe von a? = y = » = und umgeke 
wenn die positiven Werthe beider Quadratwurzeln genommen werden. 
Jetzt ist 



Setzt man 



(pu (»".) = 



('-?)' 



n? ' 



y,.^(iC,) = - 






ra 7 



P-9+f 



(pH (Xj) = 



(p2i(X.i) 



(■-^y 



P— 9— 



a:s 



^2 



1 + ^- 



P-? — 



and 



*i = -fpn 
2 *, 



p V ■ p 
so hat man, wenu man die frühere Bezeichnung 

* = <pn <pn-<Pu <piu *i = <Pit2, 

anwendet, 

1 * .,, , 1 * ,2 



T — ^ — '"'i''+2 *i ^'^'' 



Die Bewegung des schweren Punktes in der Nähe der stabi 
Gleichgewichtslage x, = a^ = kann nach §§1—5 untersucht werden. 
Es wird 

2A.p(n--pl)-2A, 



i^.('r.) = (l + fi) 



-^^• + 



xi 



p-,+=± 
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F,(x,) = (l + 'l) 






p — q — 



xi 



Die in der Nähe von a:« = gelegenen Wurzeln a«, 6« der Gleichung 
t*'a (a?«) = (« = 1, 2) ergeben sich aus 






£C2 



= 4 



i?"^ 2 



) _ ^ i/( ^. + pzü]' + 2(*,g-*,) _ g^ y.- *,) ^ , 



«/ 2 y • «? 

"WO fti, Ac, neue Integrationsconstante sind; man erhält 

als Potenzreihen von äJ, &2 und 

^a ^^ f^a^ ^a = — ^a 






ferner 



wo 



F,(0 = (Ä, + arJ(*«-a:J G.(a:J 



(a=l,a), 



(a = »,2). 



^ ^ p V p' g(p— 9) /' 

G, (aj,) = - f 1 + 4 + -T^ + "•) 
«V 9' p(p-q) ) 

Potenzreihen von aj{, Af, A^ und a?^, A?, A, sind. Nach § 3 ergeben sich 



als Potenzreihen von Ati,/^. 

Da <Paß(K^o&^a) und G„(Ä« eosiTa), also ^ueh Kß(w^ nur gerade 
Potenzen von &i, Äo enthalten, verschwinden (§ 2) alle S^JI*^ und 7^^^ mit 
ungeradem Index a; also kommen auch in der Darstellung von tii^tio als 
Functionen von w^ , w^ nur gerade Potenzen von ä, , Ä2 vor. Setzt man 
wie früher 
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SO ist 



^a = ^^-^tr^.COSCl/illi + l/jflj), 
(>'n»'s=— » ••• 4-») 

^fiM\ ^a r^" r^^ / , \ (du, 9?i, du, du.,\ j , 

Da unter den Integralzeichen eine Potenzreihe von &», kl steht, ist -^i^t?»', 
das Produet aus &„ und einer Potenzreihe von äJ, äJ. 

Allgemein ist nach § 4 

ic« = 2: ^A *?' *? cos (y, U, +V., fh), 
yifytPuPi 

I K, I =pi— 2m,, |v8|=p,-2m^ 

Da in der Entwickelung von Xi nur ungerade p, und gerade p^ auftreten, 
kommen auch nur ungerade v^^ und gerade r^ vor, während die Ent- 
wickelung von x-i nur gerade y, und ungerade v-z enthält. 

Man findet 
Xi = Äj cos «1 + Yß^ (cos Ui — cos 3wi) 



+ 8-«7«*i-«^ /f C*'«« («.+2«,)-co8 («,-2..,)) + ..., 



Sq(p-q) > V 
Xi = &2 COS «2 + rr^ (cos «2 — COS 3 «2) 



"r ^j^ll^.f-A^^^^^^^^ 



8p(g— p) ' g 

wo die weggelassenen Glieder mindestens von der Dimension ö in Ati, ki sind. 
Ist für < = 

aJa = C„, icl = C«*) (a = l,2) 

und setzt man 

f?, = (ii<, <?2 = (>2', 

so ist 



*) Zur Abkürzung setzen wir 



c. = K7<. ^» = ^J<- 



5 " ' 'ff 
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a?! =3 Ol cos Vi +Ci sin Vi 

+ 8ÖCp --1) ^^^' ^'""^^ c^-2c2 ci c) cos (f?, + 2f?2) 

— (c, Cj— Ci C2 + 2C2 Ci C2) cos(f?i — 2tJ2) 
+ (ci c^ — Cj c.l+2ci c, C2) sin (t?,+2f?2) 

— (c, C2- Ci ^— 2ci C2 C2) sin(f?i — 2f?2)} H — ; 

^2 erhält man aas Xi und ()2 aus Qi^ indem man fi, «29 ^19 <^2i ^i^^p^q durch 
^^^-f '•^i, C2, c,, C2, Cj qf,p ersetzt. 

Durch Nullsetzen von ki erhält man die periodische Bewegung 

Xi = kl cosfii + yr>^ i (cos «1— cos 3«i,)+ •••, ar2 = 

^^^*^ der Parabel y = 0, a?^ = 2pa; durch Nullsetzen von &i die periodische 
"^"^vegung 

Xi = 0, X-i = Ä2 cos fl2 + Yß-» (cos «2 — cos Slfj) + ••• 

^^^T der Parabel or = 0, y' = 2qz. 

Weitere periodische Bewegungen ergeben sich nach § 5. 

Zweiter Theii 

§ 7. 

Es mögen jetzt T und U die am Anfang der Einleitung angegebene 
^allgemeinere Form haben, so dass die La^rawg'eschen Differentialgleichungen 
^er Bewegung die Gestalt 

^a "^ ^a ^a ^^ ^a («^l ) • • • ? «^n J ^1 ? • • • ? ^n) + ^o C^l ? • • • 7 ^n) 

(a = l, ...,«) 

annehmen, worin F« eine quadratische Form von xl, ..., xl ist, deren Coeffi- 
^ienten Potenzreihen von a:,,...,a:, sind, und C« eine mit quadratischen 
Oliedeni beginnende Potenzreihe von ari,...,a:^- 
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Unter der Voraussetzung, dass zwischen ^i, ...,i» keine lineare Re - ^^- 

lation ^1 ^iH hfl'« ^« = mit ganzzahligen Coefficienten ^i, ..., fl'« besteht*) ^^')i 

zeigen wir, dass unsere Differentialgleichungen formell befriedigt werden Ärmn. 
wenn man für x^ eine Reihe 

seM\ darin ist x^J^^ eine ganze homogene Function p-ten Grades von n Inte 
grationsconstanten Ati, ...,&„ und eine periodische Function von n Argument 
fii,...,fi„ mit der Periode 2n in Bezug auf jedes dieser Argumente; es isi 

^a = Qat + L Ca = l «), 

wo (fa\(fa\'" ganze homogene Functionen 2., 4.,... Dimension von Ari,...,/r, 
sind, während /i,...,/„ neue Integrationsconstante bezeichnen. Insbesondere isi 

a?a ^ = K COS Ua (« = 1. ....«).••) 



*) Diese Voraussetzung brauchte im ersten Theil nicht gemacht zu werden. 
**) Stellt man // = T- 17 als Function von 



_ dT 

dar 



Xa^Vu = 3~r (« = !,.. .,11) 

dXa 



(a = l,...,«). 



^ a—l ^ a-l 

SO hat man die JJamt//07tschen Differentialgleichungen 

dxa __ dB dya _ dB 

W ■" d^ä' ~dr "" ""ö^ 
Setzt man 

^a = -fr, ya = V^ fK, 

} Aa 

SO wird 

ff = Jiia(|2 + I?5) + -, 
^ o=l 

und die DifTerentialgleichungen lauten 

dl„ ^ dB_ dfja ^ dB 

dt' öl?«' dt Ö5„ 

Wir verstehen jetzt unter B eine Potenzreihe der £, t;, welche ausser den angeschriebenen 
quadratischen Gliedern beliebige Glieder höherer Dimension enthält. 

Die Möglichkeit der formalen Berechnung unserer Reihen aus einem solchen 
Differentialgleichungssystem ist nicht ohne weiteres ersichtlich; deshalb hat Poincari 
zuerst auf Umwegen die formale Existenz der Reihen bewiesen, bevor er zu ihrer directen 



(0 = 1,...,«). 



i 
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Zam Beweise führen wir die Lagrange&chen Gleichaugen, indem wir 

dt i ^' Ott,- 



setzen, über in 



d x„ ^ d Xa 



^«^^P-ö!f?i: + ^«^- 



'^^ (^ ^^ ö2"' '"' ^'' '•') "^ ^" ^^'' "•' ^"^^ 



Setzt man hierin für Xi,...,x^ und pi,...,(>„ die oben aufgestellten Reihen 
VEnd vergleicht man die in Bezug auf ki^...^k^ linearen Glieder, so erhält 
xuan die Gleichungen 

^welche durch die oben angegebenen Werthe 

X^P = Ä„ COS u^ 

V>efriedigt werden. 
Wenn man 

hi 



G, = ^•b]i?»x,a;, + . 



hi 



Berechnung übergiog (Mecanique Celeste, Bd. II, S. 160—165, 190—193; Sur l'integratioa 
<3.u Probleme des trois corps (probl. F), Bulletin astronomique, Bd. 14). In unserem 
^^^alle lässt sich jedoch im Anschlass an die La^afi^eschen Differentialgleichungen die 
^CVrmale Berechnung der Reihen so ausführen, dass man aus der Art der Berechnung 
^:>bne weiteres deren Möglichkeit erkennt. Dies zu zeigen, ist der Zweck des gegen- 
"^^ärtigen Paragraphen. — üebrigens kommt das obige Differentialgleichungssystem in 
-^^oincar^ Mecanique Celeste nur nebenbei vor, während es sich hauptsächlich um das 
^XDiiTerentialgleichungssystem 

dxi _ dF dyi _ _dF 

~di "~ dyi' dt "" äx] ^' '"'""^ 

liandelt, wo 

Vind ju ein kleiner Parameter, F^ eine Function der a? allein, FjjFg,... Functionen der x 
Xind periodische Functionen der y mit der Periode 2n sind. Vgl. die Kapitel 8—15 
<Ses zweiten Bandes über die Ltnd5/e(//schen Reihen. 

Journal für Mathematik Bd. CXXVI. Heft 3. 30 



222 Horn^ Bewegungen in dw Nähe einer slabilen Gleichgewichtslage. 

und 

Qf(a) 1)^1 — Qa» ^h i-i gf\(a) 6a< + 0/" h ^i 

**fd — 2 ^ — 2 

setzt, ergiebt die Vergleichang der in Äi,...,fr^ quadratischen Glieder für 
x^a^ die Differentialgleichung 

= i:k,h, (9li?> cos (11,+fi,) + ^][?> cos (n.-tiO) 
mit der particulären Lösung 

vorausgesetzt, dass keiner der Nenner 

verschwindet. 

Allgemein ist, wie wir sogleich zeigen werden, 

x^^ = -2:&?^..*^{-2:^cos(i^,fi, + ...+r„o}, 

wo die äussere Summe über die ganzzahligen positiven Werthe von pi, ..., P« 

mit der Summe pi -| hp« =p und die innere Summe über die ganzen 

positiven und negativen Werthe von v^^...^v^ erstreckt wird, welche die 

Bedingung 

k^l = Pß—2mß (^ = 1,...,«) 

(mß ganze positive Zahl einschliesslich Null) erfüllen. Die Differenz 

Pi + - + p„-(!^ii+- + >„:) =p-(\r, +... + !vJ) 
ist eine gerade Zahl (einschliesslich Null). Demnach treten in x^J^^^ wenn p gerade 

ist, nur Glieder mit cos(viWiH h^n«») auf, in welchen l^^ilH--- + 1>'»| 

gerade ist. Ist dagegen p ungerade, so erscheinen nur Glieder mit 

cosC^^ittiH l-n«»)j in welchen {y^]-] 1-|^«| ungerade ist. Dap^>|r^| 

ist, so ist der Factor von co^^v^u^-i hn«») stets durch V'"*L*^"' theil- 

bar. — Wir werden ferner zeigen, dass p^^ im Falle eines geraden p = 2q 
eine ganze homogene Function ^-ten Grades von &?,..., Ar^ ist. 

Bevor wir die Richtigkeit des für xi^^ aufgestellten Ausdrucks be- 
weisen, zeigen wir noch, dass das Product mehrerer Ausdrücke von der 
für x^^ angegebenen Form ein Ausdruck von derselben Form ist. Es sei 
x^P eine Summe von Gliedern 

A' Äfi ... Äji (cos v[ u, + ... + v: «0 
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Wenn p ungerade ist, so ist das vorletzte Glied der linken Seite gleich 

hi OUj^ÖVi 

oder nach Einsetzung von x^^^ = k^ cos «i« gleich 

- CK 9'r'' + e^'^ Q'r'^ + - + 9i'-'^ K) K cos «„. 

Jedes Glied der linken Seite mit Ausnahme des ersten, vorletzten und letzten 
ist gleich einer Ableitung zweiter Ordnung einer der Functionen a:?""^\ ..., x^^ 
multiplicirt mit einer ganzen Function bereits bekannter Grössen 

d.h. mit einer ganzen Function von Äi,...,ä^. 

Hat man im Falle eines ungeraden p pa\ ..., Po'"^^ berechnet und 
a:Jf\ ...,0?^""^^ in der oben vorausgesetzten Form gefunden, so erhält unsere 
Differentialgleichung die Gestalt 

wo pi, ..., p„ und 1^1, ..., i'^ dieselben Werthe annehmen wie in der oben für x^^^ 
angegebenen Entwicklung. Auf der rechten Seite tritt das Glied 

2iaeL''"'^&aC0sw„ 

mit der noch unbekannten Grösse p?"^^ auf; wir greifen auch die bekannten 
Glieder mit dem Factor cosm« heraus: 

-2"a&?' ... *S» costta, 

worin p„ eine ungerade, Pi, ...,Pa-i,Pa+i, ...,Pn gerade Zahlen sind, oder 
anders geschrieben: 

Ä, cos u, -Ta *^ ... *> (,, + ...+,^ = pr^). 

Man bestimmt p^'^^^ so, dass die Glieder mit cos«« auf der rechten Seite 
der Differentialgleichung für x^J^^ (a = l,...,ii) fortfallen; man findet 

9'r'' =--r^i^ -^aÄ^...Ä> 
als ganze Function von äJ, ...,/r^. Dann ergiebt sich 
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d. i. ein Ausdruck von der oben angegebenen Gestalt, vorausgesetzt, dass 
keiner der Nenner verschwindet. Rechts fehlt die Combination 

da ja der Coefficient von cos ii« gleich Null gesetzt wurde. 

Im Falle eines ungeraden p kommen in der Differentialgleichung 
für xi^^ Glieder mit cos Wj, ..., cos«, nicht vor, und es treten nur die als 
bereits bekannt vorausgesetzten Grössen auf; x^J'^ erscheint in derselben 
Form wie vorhin. 

Wir haben vorausgesetzt, dass keiner der Nenner 

(Vi Ai + - + K Ky-K («=!,...,«) 

verschwindet, wo r^ ...^K positive und negative ganze Zahlen einschliesslich 
Null sind; die Verbindung v^ = l^r^ = (/5^a) ist ausgeschlossen. Wir 
können diese Voraussetzung so aussprechen: 

Es besteht keine Relation 

tro^i,...,^„ positive oder negative ganze Zahlen einschliesslich Ntäl sind 
(nattlrlich mit Ausschluss von g'i = 0, ...,gf^ = 0). 

Bei der Art, wie oben die particuläre Lösung der Differentialgleichung 
für x^^ gewählt wurde, kommen in x^^ {p > 1) Glieder mit cos u^ nicht 
vor. Uebrigens wird die oben angegebene Gestalt der Reihen nicht geändert, 
wenn man flir p = 3, 5, ... die oben gewählte particuläre Lösung ajjf^ um 

C0Sf/a|-2'i4Äf'...&S''| 

vermehrt, wo pi + - •+?« = p undpi,...,p„^i,p„+i, ...,p„ gerade, p„ ungerade 
ist. Wir wollen jedoch von der ZufUgung eines solchen Ausdrucks zu 
xjf^ absehen. 

§8. 

Die in § 7 hergeleiteten Reihen lassen sich ähnlich umformen wie 
die in § 3 und § 4 erhaltenen Reihen des specielleren Problems. 

Setzt man in x„ = 21 x^u^ den für xjf^ gefundenen Ausdruck ein, so 

p=i 

erhält man 
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WO pi, ...,p» ganze positive Zahlen (einschliesslich Null) sind und die mit 
h^...l^^ maltiplicirte Summe über die ganzzahligen positiven und negativen 
Werthe von Vi^...^v^ erstreckt wird, fUr welche \vß\ = p^— 2m^ (m^, ganze 
positive Zahl einschliesslich Null) ist. 

Durch Umstellung der Glieder erscheint Xa in Form einer trigono- 
metrischen Reihe von Wi,...,?/^, deren Coefficienten Potenzreihen von 
Ati, ..., k^ sind: 

Hierin sind Vi,...,)^„ positive und negative, itii, ...,f7i„ positive ganze Zahlen 
(einschliesslich Null). Bei der Art, wie die Reihe für x« in § 7 hergeleitet 
wurde, reducirt sich der Factor von cosw« auf A«, da cosw« in x^^ (p>l) 
nicht auftritt.*) 

Formal lässt sich x^ in eine Potenzreihe der 2n Argumente 

kß cos Uß, kß sin Uß iß=\,..: «) 

umwandeln. 

Wie in § 4 vollzieht sich die Einführung der neuen Integrations- 
constanten 

k'a = &a cos /„, /rl^« = k^ sin l^ («=1 n) 

oder 

^1 ? • • • ? ^n 5 ^M • • • ? ^n 



*) Bei der Art, wie die Constanten ä, , ...,Ä« im ersten Theil eingeführt wurden, 
hat cos Ua in der Reihe für Xa (§ 3) einen Coefficienten von der Form 

ftu(l+Pa(Ä?,. ..,«)), 

WO Pa eine Potenzreihe der beigefügten Argumente ohne constantes Glied darstellt. Wir 
fuhren an Stelle von /r^,...,/rn neue Constante fj,...,fn ein: 

Hieraus erhält man ha in der Form 

Äa = f«(l + qa(f?,...,!ä)), 

WO q« eine Potenzreihe der beigefügten Argumente ohne constantes Glied ist. Hiernach 
ist der Coefficient von cos u« in der Reihe für a?« gleich f«, der Coefficient von 

cos(vit*jH V'^nUn) gleich 5|J1.^?...,„^ fl"' '... C'*', wo ^It^..,!'^ eine Potenzreihe von 

f^,...,K ist. Ist in § 4 die Potenzreihe Pi"?...,K, für hinreichend kleine ÄJ, ..., äJ con- 
vergent, so convergirt auch die Potenzreihe ^K?,\..,r^ für hinreichend kleine Werthe von 

4 1 , . • • ? In • 
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(p^a = c„, a:l = cl fUr / = 0). Man erkennt, dass sich x^ und x^ als Potenz- 
reihen von Ci, ..., c,; c[, ..., c^ darstellen lassen, deren Coefficienten periodische 
Fanctionen der n Argumente 

mit der Periode 2?! in Bezug auf jedes sind; p^ = A^H — ist eine Potenz- 
reihe der c, c' ohne lineare Glieder. Nachdem die formale Existenz solcher 
Reihen nachgewiesen ist, können sie unmittelbar aus den la^an^eschen 
Differentialgleichungen berechnet werden. 
Wir setzen 

x^J*^ und yl^^ sind ganze homogene Functionen p-ter Dimension der 2n Con- 
stanten c, c' und periodische Functionen von 

f>ß= (fßt = (^ß + 9ß^ + (ff^+"0f (A = l,....n); 

p^/^ ist eine ganze homogene Function p-ter Dimension der c, c'.*) Ftlr 
I = ist 

x'^ = c^, x^^^O, xf = 0,... 

(a = l,...,n). 
-.(1) ^ J -.(2) _ (3) _ A 

Sa — ^aj Sfa — ^? Jfa — ^j-.« 

Die Zo^rait^eschen Gleichungen 

dt "" ^«' 

-^^" + ^a^a = Pa(x[^...^xi] AT, , . . ., X„) + G« ((T, , . .., xj 

(a = l,...,n) 

gehen, wenn man 

dxg _ " öx« ^^ _ V/ -^ 
dt ".fi^'öi?. ' ci< " ,f;P' ör, 



setzt, über in 






^ach Einsetzung der Reihe für a:„, x^ und p. vergleichen wir die Glieder 
erster, zweiter, ...,p-ter Dimension in Bezug auf die c^c'. 



» „«^ .Cp) 



*) Natürlich haben jetzt Xa und ^Jf eine andere Bedeutung als in § 7. 
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Die Vergleichung der linearen Glieder ergiebt die Differential- 
gleichungen 



mit der Lösung 






X^^^ = CaCO^f>a+r ^^^^a, 



(a = l,. ..,!•) 



y^a^ = —CaK sin i?« + c^ cos i?«, 
welche die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen erfüllt. 

Wir wissen bereits, dass sich fUr x^\ y?^ Ausdrücke von der Form 

xi^^ = JSA cos (v, t?, + •.. + v,f>;) + ^B sin (y^ t?i + ••• + x^» rj, 
y?> = -2*^'cos(i/it?, + ... + nO + -2'5'8in(i^it?, + .-. + i/,0 
ergeben müssen; hierbei sind ?^i,...,^n ganze Zahlen, welche die Bedingung 

ki|H ("l^nl^P erfüllen; -^,JB,^',fi' sind ganze homogene Functionen 

p-ter Dimension der c, c'. Wir setzen 

als bekannt voraus und bestimmen 

Wir haben die Differentialgleichungen 

;3 (p) c) (p— 2) r\ (I) 

-F ^' I;- + ^ <•'" -fer + - + f <-!'"" k +«-?' = e. i 

()„ ist eine Summe von Gliedern Oonst. xi^»^ ... x^^^^ (»'^2, ^i-l Vqn = p)? 

wo auch zwei der Factoren x durch y ersetzt sein können. Setzt man für 
die bereits berechneten Grössen ihre Ausdrücke ein, so erhalten die Diffe- 
rentialgleichungen die Form 

^^^^t = y^'' +-^21 cos(jM?, + ... + nO 

+ :s-23 sin (vi «, + ••• + »/„©,), 

^ ^< ^r + ^" ^«"^ = -^ ^' cos (»', e, + - + V, r„) 
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WO ä, S5,?l', 33' ganze homogene Functionen p-ten Grades der c^c' dar- 
stellen. Auf der rechten Seite der ersten bezw. zweiten Gleichung kommen 
die Glieder 

e?"^^ [Ca sin <?« - J- cos f?« j + a« cos c« + b« sin v^ , 

e?"'^ (c« Aa cos f?« + Ca sin t? J + al, cos t?« + bL sin t?« 
vor, wo a«, v..,ba ganze homogene Functionen p-ten Grades der c^c' sind. 
Damit sich a:?\ y?^ als periodische Functionen der r von der bekannten 
Form ergeben, muss 

2c«er^> + b. + ;-^ = 0, 

2?£pCp-i) = n _^ 

sein;*) die beiden Gleichungen müssen für ei**'^^ dieselbe homogene Func- 
tion p-ten Grades der c^c' liefern.**) Die Coefficienten ^, B, ^', -B' in den 
Entwicklungen von x^^^ und yi^^ ergeben sich jetzt aus den Gleichungen 

5(nii + - + v,iO-^' = 3l,-i^B+^'(i'iAi + - + i^.iO = -S3'; 

^(i'iii + - + i^-i«) + fi' = -S3, Xl^ + fi'(v,i, + ... + i'.0 = Sl' 



*) Durch EiDsetzung der Ausdrücke 

x = a cos 0« + 6 sin !?« + •••» 
y = a' cosOa + '>'8iu^a + *" 
in die Differentialgleichungen 

Sa: 

2Hi^ — = « + acos!?a + bsinCaH — , 

2 li -^ = — Xlx^-a' cos Va + b' sin üa + • •• 

und Yergleichung der Coefficienten von cos Va und sin o« erhält man die Gleichungen 

Xab—a' = a, laCt + V = — b, 

welche nur bestehen können, wenn 

b+f = 0, a-f =0 

ist 

**) Die angegebene Berechnungsweise der Reihen trägt demnach ihre Begründung 
nicht in sich selbst, sie setzt vielmehr die formale Existenz der Reihen bereits als be- 
^Wieeen voraus. 
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als Brüche mit dem Nenner 

welcher unter den früher gemachten Voraussetzungen nicht verschwindet, 
wenn man von dem Werthsystem 

y, = 0,...,i/„_i = 0, V« = 1, v,^, = 0,... V« = 

absieht. Versteht man im Falle des letzteren Werthsystems unter A^...^B^ 
die Coefficienten von cos f?„ und sin r„ in den Entwickelungen von x^^ 
und y^^\ so sind unter den obigen vier Gleichungen nur zwei unabhängige: 

Die fehlenden Gleichungen ergeben sich daraus, dass o;^''^ = 0,y£^^ = 
für / = sein muss; hiernach verschwindet in den Ausdrücken für x^/^ 
und y^^^ sowohl die Summe aller Coefficienten A als auch die Summe aller 
Coefficienten A\ 

§ 9. 

Wir vergleichen die am Anfang von § 8 für x^ angegebene trigono- 
metrische Reihe von Wj,...,«« mit der von Herrn Korteweg*) aufgestellten 
Reihenentwickelung. 

Wir hatten in § 8 

Xa= 2 MM"^^"*"'""..- *>'■*"''"«} cos (i^,2/i + ... + »^„w„), 

WO Vi,...,!', positive und negative ganze Zahlen, mi,...,m„ positive ganze 

Zahlen sind. Der Factor von cos (y^ u^ H h v^u,) ist also eine mit AI"*' ... ft*,""' 

multiplicirte Potenzreihe von Äi,...,Ar^. Bei der in § 7 angegebenen Be- 
rechnungsweise ist der Coefficient von cosw« in x^ gleich fr^; der Coefficient 
von cos Uß (ß$ a) ist gleich dem Product aus hß und einer Potenzreihe 
von Äj, ...,Äj, welche für ki = .. = A« = verschwindet; das von den u 
freie Glied der trigonometrischen Reihe ist eine für *, = ••• = A, = ver- 
schwindende Potenzreihe von Aj,...,&^. 
Setzt man 

k, = CiA,...,Ä« = C„A, 

wo Ci,...,C„ als fest gewählte Werthe und h als willkürliche Constante 



*) Horteweg, sur certaines vibrations d'ordre superieur et d'intensite anormale 
dans les mecanismes a plasieurs degres de liberte (Archives neerlandaises, Ser.*2, Bd.l; 1898). 
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Bedingung erfüllt ist, Cj, ...,c„; e^,...,cl als Potenzreihen von Ci,cl, welche 
mit quadratischen Gliedern beginnen. Dann ist 

Xa= 2: (^ir^ cos yrQ,t + B!;;> sin Vy p, 0, 

wo pi = ^i + -' eine Potenzreihe von c,, c[ ohne lineare Glieder, A^^^ und J5J"^ 
Potenzreihen von Ci^c[ mit Gliedern mindestens Vj-ten Grades sind. Man 
kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit c[ = annehmen; dann erhält 
x„ die Form*) 

iTa = -£ AV cos V, pi /; 

hierin ist p, = ii-| — eine Potenzreihe von c ohne lineares Glied und -^'^ 
eine Potenzreihe von c mit Gliedern i^i-ten und höheren Grades. Die 
Convergenz dieser Reihe ist in dem früheren Aufsatze bewiesen. 

Uebrigens bleiben die Entwicklungen von ^1 ff. mit gewieeen Ab- 
änderungen bestehen, wenn in der Umgebung der Gleichgewichtslage 

j?! = ••• = a?^ = 

die Kräftefunction U eine Entwicklung zulässt: 

worin «i = —i?, ...,*« = —^m negativ sind, «„^i, ...,*„ aber positiv (nicht 
NullJ sein können. 

In diesem Falle ist in der Reihe 

x^/) eine ganze homogene Function p-ten Grades von m Constanten ki, ..., k^ 
und eine periodische Function von m Argumenten Uij...^u^] es ist 

wo Pi,..., e,„ Potenzreihen von Api, ...,fr„, und /i,...,/« neue Integrations- 
constante sind. Insbesondere ist 

x['^ = k, cos Wj, ..., a;j;^ = fr« cos u„,, x^^l, = 0, ..., xi'^ = 0. 



*) Die Sinusglieder fallen fort^ wie man durch directe formale Berechnung der 
Potenzreihen von c aus den DififereutialgleichuDgen erkennt (vgl. Zeitschr. für Math. u. 
Phys., Bd. 48, S. 420—421). 
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Wir erkennen nun, dass ^^, '^^^ und ^, nichts anderes sind als die resul- 
tirenden Spannungen pro Flächeneinheit für einen bestimmten Punkt in 
Bezug auf Ebenen, die parallel sind zur YZ-, ZX- und JCF-Ebene, deren 
Normalen also ijf sind. Wir können daher kürzer sagen, ^-P,, ^y, V, sind die 
Spannungen für die Richtungen tjF. 

jj-p^ Fuhren wir jetzt diese Bezeichnungen in 

r<53c die Gleichung (1*.) ein, so erhält sie die folgende 
Gestalt: 



(3.) ^,^,.V+",J^-^-^^~. 

Für den Fall des Gleichgewichts wird = 
und Gleichung (3.) geht über in 

= 0. 




^*r j d^» _, 3Sp. 



+ /f+ 



(3-.) ,,.*+ ^, . a^ . ,- 

Wir haben also statt der drei Componentengleichungen eine einzige 
Vectorgleichung erhalten. Ihr Sinn ist einfach der, dass in jedem beliebigen 
Punkte des betrachteten Körpers für einen in ihm gedachten Einheitswürfel 
mit den Kanten iif die geometrische Summe sämmtlicher auf diesen wirken- 
den Kräfte gleich Null sein muss. 

Aus den Gleichungen (3.) erkennen wir auch, dass der Werth der 
Summe der drei partiellen Differentialquotienten unabhängig ist von der 
Wahl des Ooordinatensystems. Da -^, --^, -^ im allgemeinen nicht in 
einer Ebene liegen, kann auch die Summe dieser drei Vectoren im allge- 
meinen nicht Null werden. 

Wir haben nun weiter für die Spannung in Bezug auf eine beliebig 
geneigte Ebene, deren Normale n ist, die drei Componentengleichungen 
X^ = X^ cos (nx) -t- Xy cos (ny) + X, cos (««), 
(4.) Y,= Y, cos (nx) + Y, cos {ny) + Y, cos (»*), 

Z^ = Z^ cos (nx) + Z,j cos (ny) + Z, cos (nz). 
Die Spannung für die Richtung n ist daher 

(5.) X„i-i-Yj + ZJ= V.. 

Führen wir die Werthe von (4.) in (5.) ein, indem wir gleich entsprechend 
ordnen, so erhalten wir 



(Ö-.) 



( (XJ + YJ + ZJ) cos (nx) 4- (^,t + Y^i + Z,f) cos (ny) 



\ 



+ (XA -f YA + Z,f) cos («3) = V,. 



236 



Fischer^ Darstellung der Bewegungsgleichung für elcutische Körper. 




Wir können nun jede Spannung ^^ in zwei Componenten zerlegen; 
in eine Componente 91^ in der Richtung n und eine dazu senkrechte @.. 

91. ist dann eine Zug- oder Druckspannung, 
je nachdem sie die gleiche oder entgegen- 
gesetzte Richtung mit der Normalen n hat 
®„ ist eine Schubspannung. 

Um den skalaren Werth von 3*. zu finden, 
brauchen wir bloss das innere Product von V. 
mit dem Einheitsvector n zu bilden. Es ist 

(11.) iV„= ^J„.tl = P,C08(5P,tl). 

Da nun 

n = cos (nx) i + cos (ny) i + cos (««) f , 

so folgt aus (7.) die bekannte Beziehung 

(12.) jy, = *, . tt = Fl cos' (nx) + P2 cos' (ny) + P^ cos' (««). 

Ebenso hätten wir durch innere Multiplication von (6.) oder (ö\) mit 
n den Ausdruck von N„ für beliebige rechtwinklige Goordinaten gefunden. 

Der skalare Werth von @. ist nun gleich dem skalaren Werth des 
äusseren Productes von V, und n. Es ist 

®n = Sn(ttXc), 

(13.) 5p,xti = P,sin(^.tt)c = S.c, 

(14.) (*nXtt).(^,Xn) = Si, 

wobei c einen Einheitsvector senkrecht zur Ebene ^^, ti darstellt 

Wir bilden nun mit Hülfe von (7.) das äussere Product und erhalten 
^^Xtt = (P2-''3)cos(iiy)co8(ii«){ + (P3-'^i)cos(it«)cos(iia:)| 
+ (Pi— P2) cos (nx) cos (ny)l 
und 

8i = (5P.Xtt).(*„Xtt) = (P,^P,y cos' (ny) cos' (nz) 

+ (Pz - PO ' cos' (nz) cos' (n x) + (P, - P^)' cos' (n x) cos' (ny). 

Ebenso erhalten wir einen entsprechenden skalaren Ausdruck für S^j 
wenn wir Gleichung (5\) verwenden. 



(15.) { 
(16.) { 
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Für V, u, 8. w. finden wir nach (2.) 

e, = Yj+zj. 

Für jede Hauptspannangsrichtang wird 9^« parallel za n and daher 

^«Xn = 0. Es wird nun in dem betrachteten Körper ein dreifaches System 

^on orthogonalen Flächen geben, fttr das die Schnittlinien nach dem Satz 

^on Dujrin Krümmnngscarven sind. Die Hauptspannungen bilden in jedem 

IPankte Tangenten an diese Curven, und es bestehen ferner die drei 

Oleichungen: 

j ^^Xtt, = 0, 

(17.) V.xn, = 0, 

5P3X1I3 = 0, 
^wobei tti, tt29 ^3 ^^^ entsprechenden Normalen der Flächen bedeuten. 

Noch einfacher gestalten sich die Gleichungen für elastische Körper, 
^wenn wir die von Gibbs*) eingeführten „dyadics" benutzen. Setzen wir 
nach Gibbs 

(18.r) * = *,i + *,i + *,J, 

dann ist in sinngemässer Verallgemeinerung des Operationszeichens div = V. 

(19.) di,* = v.* = |^H-^ + ^; 

führen wir diese Bezeichnung in die Gleichungen (3.) und (3\) ein, so 
erhalten wir 

(20.) ,ai =^*+ V*, 

(20\) ^5P + V* = 0. 

Für V* = geht Gleichung (20.) über in die Bewegungsgleichung für 
starre Körper. 

Fttr Flüssigkeiten hat die Druckspannung in jedem Punkte nach allen 
Richtungen denselben skalaren Werth. Nennen wir ihn p, so können 
wir setzen: 



•) Gibbs-Wilson, Vector Analysis. New-York und London 1901. 
••) In einer später folgenden Arbeit möchte ich den Vorschlag machen, ein Feld, 
das durch den Ausdruck (18.) gegeben ist, als Feld zweiten Grades zu bezeichnen. In 
unserem Fall ist jeder Punkt des Feldes definirt durch ein bestimmtes Ellipsoid. Das 
Feld zweiten Grades erscheint hier als Verallgemeinerung des Feldes ersten Grades oder 
des Vectorfeldes. 
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Es wird daher 

(21.) V.* = |f. + fj-i + |H. = V,, 

und die Gleichung (20.) geht über in die Bewegungsgleichung für Flüssig- 
keiten 

(22.) iLti = .a5p + vp. 

Eine weitere Specialisirung der Gleichung (20.) tritt noch ein, wenn die 
äusseren Massenkräfte sich von einem Potential V ableiten lassen, so dass 
i|> = VK wird. 

Es ist nun ferner, da in = cos(iia?) ..., 

(*xi + *yi + *, f) • n = *. cos (nx) + V, cos (ny) + *, cos (nz). 
Wir erhalten daher mit Benutzung von (6.) und (18.) für eine Spannung 
der beliebigen Richtung n den einfachen Ausdruck 

(23.) ^^ = *.tt. 

Für die drei Hauptspannungen in einem bestimmten Punkte geht 
* über in 

(24.) ^ = PM + P2n + P^tt, 

und es ist wieder 

(P^ii + P2Ü + Pztt) • tt = P, cos {nx)i + P^ cos («y)i + P3 cos {nz)t. 

Für Flüssigkeiten wird 
(25.) if> = p(ii + 11 + 11). 

Der Ausdruck ü + ü + ff spielt bei „dyadics" die Rolle der Einheit und 
wird von Gibbs als „idemfactor" bezeichnet. Setzen wir 

ii + ii + H = /, 
dann ist für Flüssigkeiten 

(25\) * = pL 

Für den skalaren Werth der Zugspannung in einem bestimmten 
Punkte in der Richtung « erhalten wir nach (11) und (23.) 

(26.) iV„ = «.*.n 

und für den skalaren Werth der Schubspannung nach (14.) und (23.) 

(27.) S^ = (nx*.tt)l 

Für den Skalar und den Vector von * können wir nach der Be- 
zeichnungsweise von Gibbs schreiben 
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(28.) *. = *,-i+*,-i + *.-f, 

(29.) *K = *,Xi + *,Xi + *.Xl. 

Es ist nun 

*,Xi = (XJ + yj +Z,f)xi = zj- ni; 
daher ist 

(30.) *, = jr,+ y,+z., 

(31.) *. = (y,-Z,)i + (Z,-^Oi + (^y~*'x)'- 

*„ ist ein achsialer Vector und stellt das Drehmoment pro Volum- 
einheit, also pro Einheitswürfel, der Spannungscomponenten, bezogen auf 
ein gewähltes Ächsensystem i{f in einem Punkte des Körpers dar. 

Wenn dieses Drehmoment flir jeden Punkt und jedes Achsensystem 
Null sein soll, so kommen wir zu der bekannten Beziehung 

Ig = Zy, Z/g = Xgy Xy = Ijp, 

die jetzt nach (31.) einfach lautet 

(31*.) *. = 0. 

Es sei noch erwähnt, dass wir (18.) auch schreiben können: 

wobei 

U. 8. W. 

Nach (31\) wird aber 

XX. 8. W. 

$ ist daher selbstconjugirt. 

Ich glaube nun gezeigt zu haben, dass mit der Einfahrung von 
^ectoren und speciell von dyadics sich die Darstellung und Entwicklung 
der Gleichungen fUr elastische Körper einfacher und übersichtlicher gestaltet. 
^Vlx ihre quantitative Auswerthung muss man natürlich in den meisten 
X'ällen auf die Zerlegung nach drei Componenten zurückgehen; doch dies 
ist eine rein mechanische Thätigkeit. Diese Componentengleichungen sind 
aber nicht mehr so übersichtlich und lassen das eigentliche Wesen einer 
IBeziehung nicht erkennen, weshalb in qualitativer Hinsicht die Vector- 
gleichung zuerst kommt. Dieser Einsicht werden sich wohl auch die Gegner 
der Vectorrechnung auf die Dauer nicht verschliessen können. 
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Nach dreijähriger Unterbrechung hat soeben dieser neue Band, die Chronik 
der Heimgegangenen des Jahres 1900 umfassend, die Presse verlassen 
und es ist sichernde Vorsorge getroffen, daß die noch offene Zeitlücke bald 
geschlossen sein wird und dann wieder das Erscheinungsjahr dem Übersichts- 
jahr auf den Fersen folge. 

Die Allgemeine Deutsche Biographie schließt zunächst mit dem Jahre 
1899 ab und es erwächst nun nach dem Zeugnis ihres Herausgebers dem 
„Deutschen Nekrologe" von seinem 5. Bande an zu der alten diese verant- 
wortungsvolle neue Aufgabe: bis zur Volljährigkeit einer Neuauflage der 
Allgemeinen Deutschen Biographie Amtsverweserin für die lebensgeschicht- 
liche Forschung im deutschen Sprachgebiet zu sein. 

Die früher erschienenen Bände 1—4, enthaltend die Chronik der Toten 
der Jahre 1896— 1899, sind zu gleichem Preise wie der obige zu haben. 
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Sur un problfeme du calcul des fonctions asymptotiques. 

(Par M. George* Voronoi ä Varsovie). 

Introduction, 

Je m'occupe dans ce memoire des m^thodes qui servent ä d^ter- 

miner la valear asymptotique de la fonetion num^rique F(x) repr^sent^e 

par la somme 

(1.) F<ix) = i:f(m,n), 

(») 
la fonetion arbitraire f(m^n) des variables enti^res m et n ^tant bien d^ter- 

min^e dans Tensemble (S) d^fini par les in^galit^s 

(iS) ...iii>0, ii>>0 et mn^x oü x^l. 

Le cas le plus simple oü 

a 6t6 l'objet de plusieurs recherclies.*) Dans ce cas, la fonetion F (x) 
repr^sent^e par la somme (1.) pent 6tre mise sous la forme 

91 Ton d^signe par le Symbole Ex le nombre entier satisfaisant anx 

conditions 

X'-l<ZEx'<x. 

Lejeune-Dirichlet a d^montr^**) que la fonetion num^rique J? E — 
a une valeur asjmptotique remarquable: 

al(loga?+2C-l), 
C ^tant la constante d' Euler; de plus, si Ton pose 

«^* X 

2 E-- = a:(loga?+2C-l)+ß(a:), 



*) Voyez: Zahlentheorie von Paul Bachmann (Zweiter Theil: Die analytische 
Zahlentheorie, Abschnitt 13. Leipzig, 1894). 

•*) L^eune-Dirichlet: „Ueber die Bestimmung asymptotischer Gesetze in der 
Zahlentheorie^ et „Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie" 
(L^eune^Dirichleta Werke, 1. 1, p. 351 et t. II, p. 49). 
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le reste R (x) v^rifiera Tin^galitd 

\R(x)\<Aix, 

quelle que soit la valeur positive de a:, -4 6tant une constante fixe. 

La m^thode qui avait servi ä Tillustre g^om^tre dans ses recherches 

concernant la fonetion 21 E dtait fond^e sur une transformation remar- 

n>o n 

quable de la somme qui repr^sente cette fonetion. 
D'apr^s Lejeune-Dirichlety on a la formule 

Z £ -= X E-+ 2 E-^Efi-Er, 

les param^tres positifs ^u et ^ ^tant lids par la relation 

jiir = X. 
En faisant 

on obtient la formule 

qui est fondamentale dans les recherches de Lejeune-DirichleL 

Peu de temps avant sa mort, Tillustre g^om^tre a fait une nouvelle 

d^couverte concernant la fonetion 2 E -. comme on peut en conclure d'aprte 
la lettre de Lejeune-Dirichlet k Kronecker datde du 23. juillet 1858: 

„Seit unserem neulichen Gespräch auf der Fahrt von Ilsenburg nach 
Harzburg ist es mir gelungen, die Summe ^ - , wo [] nach Gauss das 

«=1 *- S -M 

grösste Ganze bezeichnet, und die ich bisher nur mit einem Fehler der 
Ordnung }^n angeben konnte, bedeutend in die Enge zu treiben. Die Auf- 
findung des hierzu dienenden Mittels, welches aller Wahrscheinlichkeit nach 
auch auf die folgenden Fälle anwendbar sein wird, macht mir zwar grosses 
Vergnügen, kommt mir aber insofern zu ungelegener Zeit, als ich dadurch 
von der Vollendung der hydrodynamischen Abhandlung abgezogen werde, 
welche doch endlich fertig werden muss."*) 

Les nouveaux r^sultats concernant la fonetion 2! E—^ obtenus par 
Lejeune-Dirichlet^ n'ont pas ^t^ publi^s, et jusqu'ä präsent on n'en sait pas 



*) Lejeune-Dirichlets Werke, t 11, p. 407. 
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3)lu8 qu'apr^s la publication en 1849 du c^l^bre memoire de Lejeune-Dirichlet: 
3,Ueber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie". 

Le but de ce memoire est de d^montrer un tbdor^me nouveau con- 



ä savoir: 



<ernant la fonction JS E 

TMortme. La fonction a:(loga:+2C— 1) represente la fonction iw- 
-^nerique ^E— avec une erreur dont r ordre ne surpasse pas celui de la 



«:>o 

3.— 



Jonction yx log x. 

On parvient au r^sultat 6nonc6 k Taide d'une transformation nouvelle 

Je la somme 2 E -. Cette mßme transformation peut 6tre appliqu^e ä 
i;oute somme ^/'(ii},ii), consid^r^e plus haut, et constitue une m^thode 

oiouvelle qui peut servir ä la recherche de la valeur asymptotique de la 
Donation .num^rique F(x) repr^sent^e par la somme double (1.). 

II est ais^ de g^n^raliser la m^thode expos^e dans ce memoire et 
Je l'appliquer aux recherches des valeurs asymptotiques de diff^rentes 
dsommes multiples. 



Premiäre partie. 



Transformation fondamentale de la somme £f(jnyn\ 



(5. 



► 0, n 2> et mn ^ :r). 



Interpretation geometrique de la transformation de DirkhUt. 

1. D^signons par (S) Tensemble des points ayant les ooordonn^es 
enti^res m et n et v^rifiant les indgalit^s 

(S)...fiil>0, ii>0 et mn^x. 
Prenons sur Thyperbole dquilatöre d^finie 

par r^quation 

mn = X 

un point quelconque P ayant les coordonn^es 

positives .a et v (Fig. 1). Menons du point 

P deux paralleles PR et PQ aux axes des 

coordonn^es OM et ON] on formera de cette 

mani^re un rectangle OQPR et deux quadri- 

lat^res curvilignes OQPN etORPM ayant 

les points M et N k Tinfini. 

D^signons par (iS„) Tensemble des points du rectangle OQPR apparte- 
nant ä Tensemble (S); par (S,) et (S2) d^sigiions les ensembles des points 

33» 
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des quadrilat^res curvilignes OQPN et ORPM appartenant ä rengemble (S). 
On d^finira ces trois ensembles par les in^galit^s suivantes: 

(iS„)...0<fii<^ et 0<n^i/, 

(S,)...0<fii^^ et 0<it^|, 

(S2)...0<fii^- et 0<fi^y. 

II en r^sulte qae, la fonction f(fn^n) ^tant bien d^termin^e dans 
Tensemble (S), on aura Tidentit^ 

(1.) 2f(m,n)=^:Sf(m,n) + 2r(fn,n)Sf(m,n). 

(0 («i) M M 

En faisant 

f(m,n)^ 1, 
on obtient 

CO »>» ^ (*o) 

C#,) m:>0 w w »>o *» 

et Tidentit^ (1.) se ram^ne ä la formnle de Lejeune-Dirichlet 
2 E^^ Z £-+ £ E-^EfiEv. 

La formale obtenne subsiste ä condition qae les param^tres positifs 
fi ti V soient li^s par la relation 

flV = X. 

Nouvelle transformation de la somme Zf(m^n). 

2. Prenons sur Thyperbole ^quilat^re d^finie par T^quation 

mn = X 

k points P,,P2,...,Pk (Fig. 2) dont les 
coordonn^es ^u, et y, (• = 1, 2, ..., ft) satisfont 
anx conditions 

et 

Menons les tangeutes ä rbyperbole 
-— aux points choisis et aux points P« et Pjt+i 

^o^"^ pris ä Tinfini. 
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D^signoDS les points oü les tangentes contigufe's se coapent par 
i^uiQij'"i Qk' On formera Ar+1 triangles curvilignes P, Qi P,+i (i = 0, 1, ..., &) 
^t un polygone (?„ (>i ... (>». 

D^signons par (S,) rensemble des points du triangle curviligne 
J^i Qi Pf^i (• = 0, 1, ..., Ar) appartenant ä Tensemble (S), les points des tan- 
^entes P< Q^ et Qi P^+i dtant exclus; par (-2") d^signons Tensemble des 
jpoints du polygone QoQi...Qk appartenant ä Tensemble (S). 

L'ensemble (S) est partag^ de cette mani^re en ft+2 ensembles 
^istincts: (5«), (S,), ..., (iS») et (-2"); il en r^sulte Tidentit^ Evidente 

i; f{fn,n) ^ Z £ f(m,n) + Z f(m,n). 

(«) »=<» («,) (<j) 

On d^finira les ensembles (iSü),(jSi), ...,(Si) k Taide des in^galit^s 

(Sj ... l (•»0,1,...,*) 

styant ^gard aux ^quations des tangentes men^es et ä l'^quation de Thyperbole. 

Quant ä Tensemble (-2), on le d^finira en partageant le polygone 
O QoQi^^'Qk en k triangles (Fig. 2) form^s de ft+2 tangentes men^es ä 
X'hyperbole. 

La construction de ces triangles et leur d^finition analytique d^pendent 
<iii choix des points Pj, P27 •••, Pii sur Thyperbole. 

Algorithme pour le choix des points Pi, P,, ..., P* sur Thyperbole. 

3. Lemme. Sott t un paramelre arbilraire salisfaisant ä la condiÜon 

t^l. 

Supposons que tous les systemes des nombres enliers positifs a et b 
^^rifiant tinegalile 

ab^t 

et iCayant ptis de diviseur commun forment une suite de fractions oü 
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i = 0, 1 


., 2, ...,«. 
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Prenons quatre nombres positifs oa nuls 

a',/3' et a'\ß" 
li^s par la relation 

a'fr^a''ß'= 1. 
II en resulte que 

ii' ^ ß" 

£n posant 

(2.) a = a'-ito." et ß = ß'+ß", 

ou formera une suite de fractions oü 

- > - > - 

ß' -^ ß ^ ß" 

et 

a!ß-aß'=l, ttß"-a"ß=l. 

On peat, ä l'aide da mSme proc^d^, intercaler entre les fractions 

a'» . a a ^ a" 

7 ^* ß ^'^ ß ^^ ß" 

de nouvelles fractions, etc. 

SupposoDS qa'on ait intercal^ k l'aide da proc^d^ expos^ s fraction» 

entre les fractions ^ et -,7: on obtiendra une suite de fractions oü 

p P 

(3.) «;>;^>...>->^. 

En ddsignant 

«' = «0, /3' = /?o et «" = a,^„ ß" = lUry 
on aura les ^quations 

(4.) «i/:?/+i-«i+i ßi = 1 (.^«u....,.). 

Dans le cas oü 

a! ß'^t, a" ß''^t et (a'+O (/^'+/5") ^ '» 

on peut former la sdrie (3.) de mani^re que les in^galit^s 

(5.) «. ßi ^ <, o=»,i *+i) et («i+ctf+O (ßi+ßi+0 > / (.•=ai,...,o 

aient lieu. 

Cela pos6, attribuons aux nombres «', /?' et a", /5" les valeur» 

a' = 1, /5' = et «" = 0, /?" = 1. 
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La suite de Farey*) des fractions (3.) est dans ce cas la m^me que 
la suite 

(6.) . ^ >«.>...>.«;->- 

Pour le d^montrer, consid^rons nne fraction quelconque ^' appartenant k la 
«^rie (3.), t = 1, 2, ..., «. Par hypoth^se, le produit a^ß^ satisfait ä la condition 

«t, en vertu des ^quations (4.), les nombres entiers positifs a. et /9, n'ont 
pas de divisenr commun. II en r^sulte que la fraction |^ appartient ä la 
s^rie (6.). 

Admettons maintenant qu'il existe nne fraction ^ parmi celles de la 
^rie (6.) qui n'appartient pas ä la s^rie (3.). On trouvera dans la s^rie (3.) 
deux fractions contigufes ^ et ~^ satisfaisant anx conditions 

Pr Pr+1 

il s^ensnit 

(Xrb—ßra>0 et a/?r+i — * «r+i > ö 

ou, ce qui revient au m£me, 

a^b—ßra^l et a ßr^^ — b a^^^^l. 

En additionnant ces in^galites apr^s les avoir multipli^es par les 
nombres a^+i et «,., on obtient 

a (a, ßr+X-^r^l ßr) ^ «r + «r + l, 

^t, ä cause de (4.), il vient 

De la m^me mani^re, on trouvera aussi 
-et il en resulte 



*) On trouvera des notices historiques sur les scries de Farey dans le memoire 
de M. Hurtcitz: „Ueber die angenäherte Darstellung der Zahlen durch rationale Brüche" 
(Mathematische Annalen, t. 44, p. 417). Voyez aussi: J. Hermes „Anzahl der Zerlegung 
-einer rationalen Zahl in Summanden" (Mathem. Anualen, t. 45, p. 87 1) et K. Vahlen 
^Ueber Näherungswerthe und Kettenbrüche" (Dieses Journal, t. 115, p. 221). 
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En vertu de (5.), on aura Tin^galit^ 

ce qui est eontre Thypoth^se. 

II est done d^montr^ que les deux s^ries (3.) et (6.) coYncident 
Les ^quations (4.) peuvent dans ce cas s'^crire 

Corollaire. En intercalant entre les nombres ^ et j ä taide du procidi 

(2.) toutea les fractions ^ satisfaisant ä la condilion 

<7.) «/9^/, 

on obtient tous les systdmes des nombres entiers a et b nayant pas de diviseur 
commun et eerifiant Cinegalite 

ab^t. 

4. Examinons en detail nn cas oü, par exemple, 

< = 6. 

On choisira les produits de deux facteurs n'ayant pas de diviseur 
commun 

11, 1-2, 1.3, 1.4, 1.5, 1-6, 21, 23, 31, 3-2, 4-1, 5-1, 6-1 
qui ne surpassent pas 6 et on formera les fractions 

1' 2' 3' 4' 5' 6' 1' 3' 1' 2' 1' r 1- 
En disposant ces fractions, d'apr^s leur grandeur, on obtient la suite 
de fractions cherch^e 

1 ' 1 ' 1 ' 1' 1' 2' 1 ' 3' 2' 3» 4' 5' 6' 
Formens cette mgme st^rie d'une autre mani^re. On intercalera 
entre les nombres -^r et — la fraction -j-; entre les fractions -^ et y, on 

intercalera la fraction -^ et entre les fractions y ^t y ^^ fraction ^ , on for- 
mera de cette mani^re la s^rie de Farey 

J^ 2 1 J^ ^ 
' 1 ' f ' 2 ' 1 • 

En intercalant les fractions correspondantes entre les fractions contigu&s 
de cette s^rie, on formera la serie de Farey 

J.32 3 2 '-llJ^ 
0' 1 ' 1 ' 2' 1 ' 3 ' 2 ' 3' 1* 
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Rappelons-nous qne Ton a form^ la s^rie de Farey (1.) k l'aide 
dMntercalations successives. Snpposons qne Ton ait effectu^ ces intercalations 
dans Vordre qui suit: 

1) entre les fractions -rj- et ^ on a intercal^ -w-. 

PI PI p^ 

2) entxe les fractions ^^ et ^ on a intercal^ -r^, 

P2 P2 Pa 

k) entre les fractions ^ et ^ on a intercal^ -^. 

Pk Pk Pk 

La s^rie des fractions 



ne diff^re de la s^rie des fractions 









a, 


fr,' 





que par Vordre des termes. 

Chaqne paire des fractions -j, et -^ anssi que la fraction intercal^e 

^, (• = 1,2, ...,&) appartiennent ä la s^rie de Farey (1.); donc ces trois 
fractions d^terminent trois tangentes ä Thyperbole. D^signons, ponr un 
moment, le triangle form^ de ces trois tangentes par le Symbole 






Pi ' Pi-> 

L'ensemble de k triangles 



K <i K <i r?i ?t\ 



formera le poIygone QoQi...Qk que nous avons consid^r^ au n**2. Pour 
le d^montrer, il suffit d'examiner les diff^rents polygones qui correspondent 
aux diff^rentes valeurs du param^tre /• 
Quand t varie entre les limites 

1^«2, 

la s^rie correspondante de Farey sera 

1 1^ 
0' 1' 1' 
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En vertu de T^galit^ (2.) du n*" 7, on aura la formule 

Nous avons d^fini au n* 2 Tensemble (S|), (• = 0, 1, 2, ..., A) par les 
in^galit^s suivantes: 
2x<:m r,+it/i,^^/,+iy,+ y,+i^/„ 2a;<my,+i+fi^,+i^^,V;+i+y...ti,+i, mn^x. 

(.• = 0.1,2,....Jl) 

Si Ton se rappelle qu'on a pos6 au n"" 5 

fli = y-r-X et V,. = ]'— a?, (i = 0,l,2,...,l: + l) 

on pr^sentera les in^galit^s pr^c^dentes sous la forme Buivante: 



(1.) (S,).- 



2l^a,^i6,^.ia;<m6.^i+»öf|+i^(ö,6.+i+a<+i60 r^^» mn^Xj 

(• = 0,1,2,....*). 

D'aprfes ce qui a 6t6 dit au n** 7, Tensemble (JS;), (t = 1,2,...,ä) 
sera d^fini par les in^galit^s 



(2.) (JS,)... 



m/:?:+iia;>2l/<^, m/9r+«a;'>2]^i^r^, 



« = 1,2 Jr). 



9. Les sommes 2f(m^n) et :Sf(m^n) peuvent Stre transform^es k 

(•.) (Oii 

Taide du changement des variables m et it. 
D^signons 
(3.) mbi+nOi = m' et w6,+i+ita,+i = it'. 

En vertu des ^quations (1.) du n"" 3, on aura 

et les ^quations pr^c^dentes donnent 

(4.) fit = — m' a,+i+ii'a< et « = m' 6^+1— «'6,. 

Les ^quations (3.) et (4.) ^tablissent une correspondance uniforme 
entre les syst^mes (fii,it) de variables enti^res m et n et les syst^mes (m', n') 
de variables enti^res m* et n'. 

D^signons par (S-) Tensemble des systfemes (m', n) qui correspond 
uniform^ment ä Tensemble (S,). 
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Les in^galit^s (1.) qai d^finissent Tensemble (S,) 8e ram&neront, en 
vertu de (3.) et (4.), aux in^galit^s 



(I.) (SO-M 



21/«, biX<.m'^(a, 6,+,+a,+, b,) ] 



f- 






(i=0,l Jb) 



qai d^finissent rensemble correspondant (ß\). 

En vertu de (4.), la somme 2f{m^n) peut fetre mise sous la forme 

JS'/Cm,«) = -r/-(-wa,+, + n'a,, m'bi^,-n'b,) 0=0,1, ...,*). 

De la mSme mani^re, en posant 

mß[ + na[ = iw' et iii/3;'+#ia;' = n\ 
on d^finira, en vertu de (2.), ä l'aide des in^galit^s 



(IL) (2[)...m'>2]^a'ji\x, n'>2VÖ^ et m'-{-n'^2VaJi,x, 

(, = 1,2,...,*) 

Tensemble (^O qui correspond uniform^ment ä l'ensemble (^,); la somme 

JSf(m^n) aura pour expression 

:Sf(m,n) = :Sf(--m'a'/ + n'a[, m'/S;'-it'/?;) (. = 1,2,....*). 

En r^nnissant les r^sultats obtenus, on arrive au tli^or^me fonda* 
mental qui suit: 

Thiordme. La somme 2f(myn) peut itre prisenUe sous la forme 



(0 



(*) 



i=k 



2;f(m,n)^ JS2:f(-m'a,^,+nai, m'bi^.^n'bi) 



i^k 



1=1 (<?'j 



ä condition que les ensembles (S|), (t = 0, 1, ..., k) et (-2*/), (t = 1, 2, ..., k) 
Mient definis par les inegaliles (I.) et (IL). 

Application de la metbode de Dirichlet ä la transformation de la somme 

i 

10. Consid^rons Thyperbole d^finie par T^quation 
(-m'a,+i+n fl,) (rn'bi+^-nbi) = x 
par rapport aux axes des coordonn^es OM' et ON'. 
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N" 



Du point A ayant les coordonn^es 

2 Va^ bi X et 2 Voi+i 6,4.1 x 

menons deux tangehtes AB et AC ^ 
rhyperbole (Fig. 3). Oes tangentes 
seront parallMes aux axes des coor- 
doun^es. 

Les points du triangle curviligne 
ABC ayant les coordonn^es enti&res 
formeront Tensemble (SJ), ä condition 
qae Ton ait exclu les points des tan- 
gentes AB et AC. 

Prenons sur Thyperbole un point 
quelconque P ayant les coordonn^es 




(J-jjJ 



-^M' 



fi et v' qni satisfont aux conditions 



2 ^/a,b,x<^l'<Z{a, 6,^i + a,^i 6,) M 



I 



X 



CiH-i bi^i 



2 U,^, b,^,x<Cv'<(a, b,^,+a,^,b,) |/^. 

Le point P dans ce cas se trouvera sur Thyperbole entre les points 
B et C. 

Menons du point P deux paralleles PR et ,PQ aux axes des coor- 
donn^es; on formera de cette manifere un rectangle AQPR et deux quadri- 
lat^res curvilignes AQPC et ARPB. 

D^signons par (S^J) Tensemble des points du rectangle AQPR appar- 
tenant ä Tensemble (S-); par (S[i) et (S^O d^signons les ensembles des 
points des quadrilat^res curvilignes AQPC et ARPB appartenant k 
rensemble (S'i). 

On d^finira ces trois ensembles par les in^galit^s suivantes: 
(1.) («:«)... 2l^(i,6,a:<m'<.a\ 2^^~b^<Zn'^y'] 

(- m 0.+, + n a,) (m' 6,+, - «' b,)^x; 
oü i = 0, 1,2,...,*. 



(3.) (s;,) 
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11. On peut d^terminer les ensembles (Su) et (Si,) ä Taide des in- 
^galit^s plus simples. 

En supposant que le produit a^ 6^ est positif, od mnltipliera les deox 
parties de l'in^galit^ 

(-m'a,^i+ii'a,) (m'6,+i-ii'6,)^^ 

par —4 a. 6, et on mettra l'in^galit^ obtenne soas la forme 
(4.) [- 2a, b, ii' + m' (a, *,^,+a,+, b,)Y>ni!'^4ta, b, x. 

Dans cette in^galit^, le nombre 

-2a< *, ii'+m' (a, 6<+i+a<+i6.) 
est positif. En effet, ä cause de (2.), on a les in^galit^s 
- 2 a, 6< «' > - (a< *<+i +o<+i 6<) • 2 l^a. 6< a?, 



En additionnant ces in^galit^s, on tronve 

-2 a, 6, ii'+(a, 6,^.x+a.H-i *0 »»'>0. 
II en r^sulte que Tin^galit^ (4.) peut 6tre remplac^e par Tin^galit^ 
plus simple 

-2a, b, n+{a, Vi+a,+x 6.) ffi'>Vm''-4a, *,a: 

ou, ce qui revient au mgme, par l'in^galit^ 

— ' 2aj6< 

En observant que la fonction 



xc N (g< ^ >! + q«-n fr») w>^ — ym! * — 4aibi X 

Ta toujours en d^croissant dans Tintervalle 



2yM:^<m'<(a,*,,, + a^,60l/T-V- 
et a la valeur maximnm 

on en conclut que les in^galit^s (2.) qui d^finissent l'ensemble (S^) sont 
äquivalentes aux in^galit^s 

r^'\ 9^^^^Z^^0»'<^ii' 91/C; — Ä — ~Z.^J>.^ (a<^w +fl<.n6,)m — |/m^'— 4a,6,a? 
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Dans le cas 

la fonction (5.) devient ind^termin^e; on cherchera dans ce cas sa vraie 
valeur, ce qui ne präsente pas de difficult^s. 

De la mßme mani^re, on d^finira Tensemble (S?,) ä Taide des in- 
^galites 

[^ö-2i) ... ^ V^i OiX<Z.m ^ y- — 7 , 

2l/a,+.6i+,"^<n'<i''. 

En vertu de la definition des ensemblea (S,'«), (SJ.) et (S^j), on aura 
cette formule: 

j; /■(-m'a,+i+fra., «'6,+, -«'6.) = i5:/"(-»»'a,+i+«'a<, »i'6j+,— »'6j) 

12. Les coordoun^es .«' et v' du point P sur l'hyperbole aont li^es, 
d'apr^s la supposition faite, par l'^quation 

(-.«'o.+i+»''o.) (.«'6,+,->''6i) = X. 
Dans ce- qui suit, on ne consid^rera que les valenrs de ,u' et v' qui 
rendent minimntn la valeur de la somme ,«' + »''. 
A cet eflfet, on doit poser 

a' = (a,/^.+ 6,c,)}^ et v' = (c,6,„+rf*o,H)|/-^ä; 
oä 

Ci = a,+ a.fi et rf,. = /►,. + 6(+,. 
En substitnant les valeurs choisies de ,»' et v' dans les in^galit^s (l.)r 
(2.) et (3.), on d^finira les ensembles (S[^), (SJ,) et (S;.) ä l'aide des in- 
^galit^s suivantes: 

2 \''^bTi < »»' < (a, d, + 6, /^ , 



(I...) (s:,,.)... 



(ir) («..)... 



2 Vo,^, 6,+, a:< »'< (C; 6,+, + rf; Oit.) y -^- , 
2Vö:6:^ <«i'<(o,rf,.+6<c0 |/-^, 
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(I..) («sr«)... 

oü 



— 2 a,+i Oj+i 

1 = 0, 1, 2, ...Ä. 



Seconde parlie. 

Recherche de la valeur approcbee de la fonction numerique represent^e par la somme 2* E- 



Definition des symboles «(jj'^,) et a (j)'*,). 

13. Le bat des recherches nlt^rieures est d'^tudier la fonction nu- 
merique F(x) repr^sent^e par la somme 

dans le cas le plus simple oü 

En effectuant la sommation par rapport k la variable enti^re m dans 
Tensemble (S) d^fini par les in^galit^s 

(S)...iii>>0, it>>0 et mn^x oü x>l, 

on pr^sentera la fonction F(x) sous la forme 

^ ^ n>ü n 

La formule fondamentale (») du n"" 9 condoit k une nouvelle expression 
de la fonction F(x): 

Fix) =^^^^/^(-iii'a,+,+ii'a,, m'6,^1-»'*,) 

»=1 (oj) 

En vertu de la supposition faite, la somme 

2! fC—m'ai^i+naiy m! bi^^—n! b^, (»=0,1,2,...,*) 

(»0 
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repr^sente le nombre des syst^mes des nombres entiers m' et n v^rifiant 
les in^galit^s (I.) du n** 9 

La somme 

^/^(-.^'ar + n'«;., ffi'/^r-n'/?;.), (^ = 1.2....*) 

(«p 

repr^sente le nombre des syst^mes des valenrs enti^res de m' et n' v^rifiant 
les in^galit^s (II.) du nV9 

m'>2y^t[^, n'>2]^a'; li[' X et m'+»'<2Va7^ 
oü 

«, = «:+«;/ et /9=/9:+/?r, 0=1,2.;..,*^ 

14. Soient a, 6 et a', 6' des nombres entiers positifs ou nuls li^s par 
la relation 

(1) ab'-a'b = 1. 

Introduisons dans nos recherches deux symboles 

'(a'lt) ^* ''Ca']!') 

en les d^finissant comme suit: 

Definition. Le symbole « ( ,' ,,j represente le nombre des systämes des 
nombres entiers m et n eerifianl les inegalitis 

2l^^i<m<(fl6'+a6) y-,^, 2}^7Vi<n<.{ab'+a'h) }/^, 
(— fwa+na) (ttib' — nb)<ix. 

Le Symbole o\^ ',j represente le nombre des systdmes des ecJeurs 
entiäres des variables m et n verifianl les inegalites 



m>2l^a6x, n>2]-ä!j'x et m + n^2]-cdx 
oü 

c^a+a' et d = b+b'. 
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A l'aide des symboles introduits, on pr^sentera la fonction F(x) soas 
la forme 



(•) 






Transformation du Symbole '\J^\,)' 

15. La m^thode expos^e anx n*** 10 — 12 peut servir ä la transfor- 
mation du Symbole *(^f\J- 

D^signons, pour un moment, par le Symbole (So) le nombre des 
syst^mes (m, n) v^rifiant les in^galit^s (lo.) da n'' 12 



(1.) (So)... 



2 »'«'6 X < in < (a d+ 6 c) V -^ , 
= ^ ' c a 



2 yab'x<:n<(cb'+da') ]^~ 



par le Symbole (S,) d^signons le nombre des syst^mes (m,n) v^rifiant les 
in^galit^s (I,.) du n» 12 

2 V'^6^<»i<(arf+ 6c) /-^ , 
(2.) (S.)... 



2 )^^^<«<^^^'-^°'^^'"r/'"'~^°^'^ , 

'Zao 

et enfin, par le Symbole (Sj) le nombre des syst^mes (m, n) v^rifiant les in- 
^galit^s (I,.) du n» 12 



(3.) (S,)... 



9 i/rr:; ^ «, << (ab' +a'b)n-]fn'-ia'b'x 
2yabx<:m< 2^7^ , 



2 |V6'a;<« <(c6'+rfa')]' ^ . 
En vertu de la formule (♦*) du n" 11, on aura Ngalit^ 

(^•) » (;;*-) = («.)+(«.) -(Su). 

D^signons, pour abr^ger, 

»7=2 ]'^bi, t = 2 V7¥i, fi = (arf+ 6c) /^ , r = (c6'+ da') /^ ; 
(5-) I 



, ^ (a6' + o'6)m— y»»'— 4oö« . . (fl6' + o'6)n — i^«'— io'ft'as 
y W = -öTl "^ W = övTP 



2a6 



2a'6' 
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Dans le cas ab — ou a'b' = 0, on cherchera la vraie valeur de 
la fonction (p(m) ou ipin). 

Les in^galit^s (l.)? (2.) et (3.) se pr^sentent sons la forme plas simple: 

(So) ... r]<fn^ju, ?<i»<v; 

(S,) ... rj<.m^u, X><.n<(p{m)\ 

(ßi) ... ^<m<i/^(ii), ^<it<y. 

En vertu de ces in^galit^s, on obtient sans peine 

(S,) = (E^.-Eij)(Bv--£;e), 

(S2) =l:\Exp(n)-Eri\ ='£* Ex},{n)-Eri(Ev-El;), 
et la formnle (4.) se ram^ne ä la suivante: 

16. Introduisons daus nos recherches la fonction p^riodique 

ro(w) == r„(ti + l) 
d^finie par la formule 

(7.) ro(fi) = Eti-f/ + ^. 

En vertu de cette formule, on a Tin^galit^ 

(8.) Iru(«)|<|, 

quelle que soit la valeur reelle de la variable u. 

A Taide de la fonction ro(t<), ou pr^sentera la somme 

2: E(p(m)+ Z Eip(n) 
sous la forme suivante: 

^ Eip(m)^ ^^ Exp{n) = ^" [v(m)- ^J 

w*>9 «>t »«^i? •- ^ -^ 






/ 



^ ro[(p(m)] +^^ r,, [rp (n)] j 
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En vertu de (8.), on obtient Tin^galit^ 

<l(£;.a-Eiy+Ei^-Ee)<i(Ai+i'-i?-?+2), 
et r^galit^ pr^c^dente peut s'^crire 

^^f *^»' "'^f* n^y 

«>'? "><. »i^**? *»>t 

oü |*|<1. 

En substituant le r^snltat obtenn dans la formale (6.) et en y rem- 
plafant les symboles £u, Ev^ Eri^ E^ par leurs expressions tir^es de la 
formale (7.), on aara aprös les r^dactions 

17. En verta de la formale Stabile, on est condnit ä chercher la valear 
^e la somme 

(10.) "j^w+VvC«), 

^ (ffi) et tp (n) 6tant deax fonctions alg^briqaes. 

La formale sommatoire d'Euter g^n^ralis^e par M. Sonine*) noas ser- 
vira ä ce bat D'apr^s la formale de M. Sonine, la somme 

n<C,b 

2: f(n) 



*) Soninei ,Sur une integrale definie contenant la fonction num^rique [xY 
^Bulletins de l'üniversite de Varsovie, 1885, N. 3, en russe). Voyez aussi: Franel „Sur 
la formule sommatoire d^Euler^*^ (Mathematische Annalen, t. 47, p. 432) et Wirtinger^ 
„Einige Anwendungen der Euler-Maclaurinschen SummeDformel^ (Acta Mathematica, 
t 26, p. 255). 
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aura pour expression 

(-) "f ' Kn) = /VW du+r, (6) /(6)-ro(a) /^(a)- f%,{u) dfin), 

a a 

quelles que soient les valeurs positives des limites de sommation a et b, 
la fonction f(u) ayant la d^riv^e continue dans Tintervalle a<ii<:6. 

En revenant ä la somme (10.), envisageons en premier Heu le cas 
1? > et £ > 0. 

Les fonctions (p (u) et tp (ii), en vertu des ^galit^s (5.), sont bien 
d^termin^es dans les intervalles correspondants 

ri<:iu<Z,u et ^<iu<iy^ 
mais lears d^riv^es (p'(u) et V^'(w) deviennent infiniment grandes en valear 
absolue quand u = 17 et ti = ^. En observant que u^anmoins les integrales 
d^finies 

y ^ fo (tf) d(p (u) et y" ro (11) rf ip (u) 

ont un sens, on d^montrera sans peine que la formule sommatoire («») est 
applicable ä la somme (10.). On obtient les ^galit^s 

2 (p(fn) = / (p(u)du+ro(ji)(p(fi)-r^(ri)(p(7i)^ / ro(u)d(p(u)j 
1 9 

^' V(») = f' V(«) du-\-ro(y) yj{v)-r„(];) V(D- /' »"oC») dtpiti), 
J / 

et la formale (9.) se ram^ne apr^s les r^dactions k celle-ci: 

(11.) ] -^o(£) [V^(S)-''y]+rü(7?) ro(£)-rüCa) r^(v) - J** r^{u) d(p(u) 

-f^ r,(u)dip(u)^^iu+v^T,-^^+2) 

oü 1^1 ^1. 

18. Dans le eas i? = 0, on a a6 = 0. La fonction (p(m) d^finie 
par la formule (5.) devient ind^termin^e. En observant que 

, ^ (ab' + a'b)m—\fm''^^äb~x Cab' + a'bym*—m^ + iabx 
(p{m) = ^ = 



2ab 2ab[(ab' + a'b)m+ym*—4ab:c] 



/ 
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et en se rappelant la condition (1.) du n" 14 

ab'-a'b= 1, 
on obtient 



(12.) (p(m)^ 



c'est la vraie valeur de la fonction (p(m) dans le cas ab = 0. 

Les conditions 

o6 = et ab'-a'b = 1 

ne sauraient 6tre remplies par les nombres entiers et positifs ou nuls a, 6, a, b' 
que dans le seul cas oü 

a = 1, 6 = et 6' = 1, 

donc la formule (12.) se ram^ne ä la suivante: 

(13.) <p(^) = o'iii + J. 

La formale sommatoire (**) n^est pas applicable ä la somme ^ (p(^\ 
dans le cas consid^r^, poisque la fonction (p(u) croit infiniment ä mesure 
que la variable u tend vers la limite et Tint^grale d^finie f (p(u)du 



n'a pas de sens. 

On peut ^Carter la difficult^ signal^e ä l'aide des consid^rations qui 
suivent. Soit tj un nombre positif aussi petit que Ton voudra; on aura 
l'^galit^ Evidente 

^^ (p(m)= £ (f(m) 

h, condition que 

0<i?<l. 

Comme la formale sommatoire (**) est applicable ä la seconde somme, 
On obtiendra 

2: <p(fn)= f (p(u)du + r^i(fi)(p(^t)'-ro(ri)(p{7i)- f r,,(u)du^ (^><n<i). 

II en r^sulte que la formule (11.), dans le cas 77 = 0, peut 6tre 
tnodifi^e de la mani^re suivante: 



\ 
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0,6') ^ "üj {/'''9>Wrf«'+/V(tt)rfw+^^--^>'-ro(i7)[(ip(iy)-S] 

(14.) { -»•ü(D[V(^)-'?]+»-ü('?)»-o(D-*'ü(^)rü(»')-y ro(u)d(p(u) 

-/"'ro(«)rfV(«)} + |(A*+»'-^+2) 
^ c 

De la m6me mani^re on examinera le cas ^ = 0. 

Valeur approcb^e du Symbole s (^, ^ J dans le cas a > 0, 6 > et a' > 0, b' > 0. 

19. Sapposons que les nombres entiers et positifs a, 6, a', V li^s par 
la relation 

(1.) ab'-a'b== 1 

satisfassent aux eonditions 



(2.) 



oü 



a6</, aV <t et crf>/ 



c = a+a et d = b + b\ 



En effectaant dans la formule (11.) du n" 17 deux premi^res int^grations, 
on trouve 

ab' + a'b-ad--bc x_ aV + a'b—cV — da! x 
4ab cd"*" 4a' 6' cd 



if{u)du-\- 1 yj (u) du = 



, , ad + bc + 1 , , c6' + da' + l 
+ a:log - ; - + x log — ] ^ -> 

et, apr^s les r^duetions, il vient 

/%(ii)dii+/V(«)rffi = -^ + 1 log ^. 
1 c 

En sabstitoant le r^sultat obtena dans la formule (11.) dn n" 17 et 
en observant que 



cd 



v(D-'? = (i'^-)'ö'T)*/^, 
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OD troave 

«I 



(3.) 



+ r« (»y) r„ (0 - ru (.") r« (y) -y r« («) d(p{u)- f r„ («) rf v («) 



+ |(,«+v-;7-C+2) 



2 

oü i^!<l. 

20. Examinons maintenant l'int^grale d^finie 

J" r»{u) d(f{u). 
n 
En vertn de l'ögalit^ (5.) du n" 15, on aura 

(4.) /%.(.) ^K») =./-r.W [°4I^- ^- j^] "»• 

Introduisons dans nos recherches la fonction p^riodique 

r,(«) = r,(ii+l) 
d^finie par la formnle 

ri(w) =y ro(«i)rfw-j2; 



la fonction r, («) anra pour expression 

II en r^salte que la fonction r^{ji) est continue et v^rifie Tin^galit^ 

qoelle que soit la valeur reelle de la variable u\ on aura anssi l'in^galit^ 
(6-) !^iW--n(t?)i< g, 

quelles que soient les valeurs reelles des variables u et d. 

A Taide de la fonction ri(«i), on prdsentera Tint^grale d^finie (4) 
sons la forme suivante: 

(7.) /'r,(.) i,,{u) = '-^^ [.,(,.)_„(,)]_^^y'V„(„) ^ tu. 
Cela pos^, prenons an nombre positif § satisfaisant ä la seule condition 
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On ^crira T^galit^ Evidente 

On peut appliquer k Tintögrale d^finie 

le premier th^orfeme de la moyenne, pnisque la fonction ^ est positive 

entre les limites d'intdgration; on obtiendra 

/ ^„(fi) -^^^ du = 9M f\4=, du oü \»\<Z 1, 

M ^tant la limite snp^rieure des valeurs absolaes de la fonction ro(ti). 

Comme la fonction positive -== varie toujours dans le m^me 
sens entre les limites de l'int^grale d^finie 



/ r,j(i<) -7 - du 

rii(u)du est continue, 



on aara 

r,j (fi) du = — I r„ (u) du + — _ / r„ (ti) rfii 

oü 

r = ^+.9(,a-0 et 0<d<l, 

en vertu du second th^or^me de la moyenne. 

En substituant les r^sultats obtenus dans T^galit^ (8.) et en observant 
qu'ä cause de Tin^galit^ (8.) du n" 16 

on trouve 

+ --^=[r,(,u)-r,(7)]. 
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Cette ^galit^, en vertu de (6.), peut s'^crire 

(9.) /'r„(.) p=^, ä. = I (.'1W+ i p-i=) + ^. [r,W-r.W] 

oü |d|< 1. 

On pourrait maintenant d^terminer la valeur du param^tre § de 
mani^re que la somme 

atteigne la valeur minimum, mais il suffira, pour le but que uous avons en 
vue, de poser 

II viendra 



(10.) ,/5^_,^ + ^ 5 ^^(,/-^y^^^)_ 



En vertu de l'^galit^ 



1? = 2^abx 
et de la snpposition faite 

a6>l, aj>l, 
on aara 

r}>2; 
il s'ensuit 

En vertu de T^galit^ (10.), on obtient 

et la formule (9.) peut s'^crire 

oü |^^t<l. 

En sabstitnant le r^sultat obtenu dans la formole (7.) et en observant qae 



-=^= = ad+bc, 



36* 
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on trouve aprfes les r^ductions 

/^ / N j / \ ab' + a'b . . . . , ad + bc . . , a3 -,7 x 

ro(«)rfy(«) = 2^^ '•.('?)-»-.00+-2^^ »-.(T^ + dg]/^^. 



»7 

ou bien 



•I 

L'^galit^ obtenae, en vertu des in^galit^s (5.) et (6.), peut s'^crire 

(11.)/ r„(u)dtpCu) = 2^^ r.(,/)+d [_+__.___ + _ y__J 

1 
oü |di<l. 

Comme 

ab'+a'b = 2V^bW+-^- - _,-, , 

ä cause de l'^quation 

ab'-a'b^ 1, 
OD aura 

ab' + a'b _ yii^ 1 1 

2a6 ~ ytb 2a6 ' (|/^' 4. yä^f ' 

En se rappelant que, d'apr^s la snpposition faite, 

a'b'<t 
et en tenant compte de Tin^galit^ 

ab(yä¥+Vä'by>l. 

on obtient 

gfc' + a'b JT 1 . 
2a6 ^'06 "^2' 

la formnle (11<) se ram^nera done ä la sulvante: 

02.) y%„(.) .^(.) = _»-^'., (,)+*[• + 5^ 1/54 j/^^J 

La formale obtenue subsiste ä condition quea6>>0, eile peut donc 
6tre appliqu^e au cas a'b' = 0. 
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De la mSine mani^re on d^doira la formule 
(13.) fr..(.u)äv(..) = -4+^ r.(ö+* [1+5^ /j4:+ I f^] 

oü |d|<:l. Cette formule subsiste ä condition qae o'6'>0. 

21. ExaminoDB maintenant la somme ju+v—t]—^. En vertn des 
^galit^s (5.) dn n" 15, on aura 

fi + v-v-^ = (ad+bc) ]f^+(^cb' + da') ]/^- 2V^^-2}'7'b^ 
et, par suite, 

(14.) .« + »/- 17 -S = 2 j/x (IW- 1'^ - V^6"). 

A raide de ridentit^ 

Ycd-]'äb-}'Vb' = — ^ [(»'örf-V6cV+(»'c6'-}'rfä')1 

et ä l'aide des ^galit^s 

ad-bc= 1 et cb'-da' = 1, 
on obtient 

(15.) iTd - Y^ - y'TF = -]= f-^^JU— - + ^ _ ^ ^_^, ] . 

et comme 



(>'arf+)'6c)'>4Va6crf, (\'cb'+^day>4tV7b^, 
il vient 



öcd V^ioft \a'b'J 



En vertu de la sapposition faite, on a 

cd>t; 
il en r^solte 

«t, ä cause de (14.), on peut ^crire 

(16.) ^+,_,_5=*^(i+^) 

•«t |9|<1. 
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En substituant dans la formale (3.) les expressions obtenues (12.), 
(13.) et (16.) et en observant que 

(17.) |r..(«)r.,W|<i, 

011 arrivera ä la formale importante qui suit: 



(I-) 



+ ro('/)r..(S)+^^^ rM + ^^j^r,{t) + »[n(iab)+R(ab-y] 



oü |^|<!l et la fonction R(u) est d^finie par l'^galit^ 

19 , /)/a;" y/'x 1 . 3 .Vx 



(18.) 






Vftleurs approcb^es des symboles s Qf^^ et s (^J)« 

22. Dana le cas oü i? = 0, on a, comme nous avons va aa n* 18, 
les ^galit^s 

a = 1, 6 = et 6' = 1. 

En vertu de la formale (13.) du n"* 18, on aura dans le cas consid^r^ 

y(fi) = a'i<+^, 
et la formale (14.) du n* 18 se ramfenera k celle-ci: 

a!udu-\- I tp(u)du—uy 

+ r„(0)C-ru(S)'/'(D + r.,(0)r.,(O-r„(u)ru(v) 

-/■''r„(«)a'rf«-yr„(«)rf^(«) + |(,a + v-C+2) 

oü|^|<l. 

La somme 

/"" ^ </« -'•ü (>?) ^ - / " r« («) rf * 
ne dopend pas du param^tre >? k condition que 0<['?<1, et peut 6tre 



(1.) 
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23. En observant que 



on obtient 



et comme 

.«=(arff6o)|/f, = ]/I|:, 
il vient 

. /'r.(»)dl = (a' + l)r.(A*)-(a' + l)r,(^). 

II en r^sulte 

-«' r.C") +/" r.,(«) rf J = r,(,u)-r,(|)-«'r,(f). 

Comme 

on peut präsenter T^galit^ pr^c^dente sous la forme suivante: 
(5.) -a'r,(,«)+/%,(«)rf^ = .^(i + ^) oü |d|<l. 

En vertu de la formule (13.) du n** 20, on aura 



(6.) /ro(«)rfV'(«) = -2^r.® + ^[| + 3^y^. + |)/'^J oü |^|<1. 
i 
Enfin, ä l'aide de l'^galit^ (15.) da u" 21, on obtient 

il en r^sulte 

et comme, d'apr^s la supposition faite au n" 19, 

a'b' = d<Ct et cd = a'+l>/. 
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En introdoisant la fonction p^riodiqne r^ (u) d^finie au n"" 20 et en 
observant que 

rS(ii) = -2r,(fi)+^, 

on obtient la formule 

+ r.,(i?)ro©-ro®r„(|)-r„(|)r„(.?)-r,(|)-r,(»7)-r.(0. 
25. TMortme. Suppotons que le Symbole r ( '",' ,,j soit difini par 



(1.) 



Figalite 



(IL) 



<^:l') = -0'<»b'-^a'öy[2x+r„{r,) i-^-, + r.(^^) ]/^] 



(11'.) 



(II".) 



+ r„(,)^..(S)+^--^.(.) + ?^^.(S) 

dans le cos ö>0, 6>0, a >0, 6'>0 et que les symboles r(^ J ^), ^(o'l) 
et '^(^r! -i) soient dSfinis ä Vaide des egatitSs 

(i',^l) = -2a'+ru(0)-2|/^-r.,(D }/j 

+ r„(0)r.,(O+ar.(0)+^,r.(S), 
:Q\) = -2x+ru(0).2 V6i-r.,(r/) }/f 

+ r.,(0)r„(,)+6r,(0)+2^r.(»,), 

(ir.) t(J' J) = -2a. + r.,(0)r..(0) = -2a; + i 
Oit atira /a formule 

»"•) °(:.;'.)-(.°;t)-'C;J)-(;;t). 

quelles que soient les ealevrs entieres et positives ou nulles des nombres a, b, 
a'y b' li6s par la relation 

ab' — a b = 1. 

D'apr^s la d^finition ^tablie, on aura dans le cas 

a>0, 6>0, a'>0, 6'>0 
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peat 6tre mise sons la forme 

(.) Fw = 2.C°"'' )+2<'Ci'^.)- 

En vertu de la formale (III.) du n^ 25, on aura T^galit^ 

(1.) 2o(;i'«)= ■:?'(;i'?.)-2[rC''«)+.(;"j,)] 

OÜ 

«,. = «:+a:/ et /?, = /?;+/?;', (i=i, .....,*). 

La seeonde partie de cette ^galit^ peut 6tre remarquablement 
simplifi^e, 

A cet efifet, rappelons-nous le proc^d^ ä Faide duquel on a form6 
au n^ 3 la s^rie de Farey 

OÜ 

«ü = 1 , ^ü = et ö;k+i = 0, 6;t+i = 1. 
£u d^signant 

a\= 1, /?; = et a; = 0, /S'/ = 1, 

on a intercal^ entre les nombres -J- et -}r la fraction -^, puis on a choisi 

Pi Pi Pi 

Tune de deux paires des fractious 



et en les dösignant par 



^ ^ Pf ?[l iLL 

^V ß. /?i' ß'l 



— > Pf ^ 

/?•' ^'' Ä'' ' 

Pi P> 



on a intercal^ entre ces fractions la fraction ^, etc. 

Pi 

On a effectu^ de cette mani^re k intercalations suivantes: 

1) entre les fractions -jr et ^ on a intercal^ ^' , 

Pi ßx ßi 

t n 

2) entre les fractions -f et ^-, on a intercal^ ^ , 

P% P^ Pt 

~ et ^~ on a intercal^ ~ . 

Pk Pk pk 



k) entre les fractions ^ et ^~ on a intercal^ "* 
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s^rie (3.). Mais la premi^re paire de fractions de la s^rie (3.) n'est aatre 
que la paire (q, j) qui n*appartient pas k la s^rie (6,), donc toutes les 
Ä — 1 paires de fractions 

de la s^rie (3.) se trouvent parmi celles de la s^rie (6.) 

II est donc d^montr^ que Tensemble des paires de fractions appar- 

tenant aux s^ries (5.) et (7.) ne diflFfere de la s^rie (6.) qae par la dispo- 

sition des termes. 

On en tire T^galit^ importante qui suit: 

En sabstitnant le rösaltat obtena dans la formale (1.), on troovera 

i'-'(;.%';.)='(j'?)-s'r(/":' ), 

et la formale (♦) se ram^nera ä celle-ci: 

■ (8.) nx)=.(j;?)+|[.(,:';t)-^c:;;l)]- 

27. D'apr^s la sapposition faite an n° 3, les nombres a<, &<, <>>+n ^i+i 
(i = 0, 1, 2, ..., k) satisfont anx conditions (1.) et (2.) du n" 19; il en r^salte 
qne la valeur approchöe du Symbole »\ °'\[ ) pent 6tre d^terminöe ä l'aide 
des formales obtenoes pr^c^demment. 

En attribuant ä l'indice i les valears t = 1,2, ..,,k—l, on aora les 
inegalit^s 

a,>0, 6,>0, o,+i>0, 6,+,>0, 

donc la valear du Symbole » ( "" . ' ) sera exprim^e par la formale (I.) 
du n" 21 



(9.) 






+ ^"Sr^ r.(^0+^[fi(«.*.)+ ß(«.>.*m)] 
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OÜ |^|<1 et 

(10.) 



T]i = 2 ]faibiX, ti = 2 ya<+, 6.+, x 
«W = 24 + ^87+ 12^7^+ 8 Vi^ 



24^ V8« ^ 12/yü"^8 

D'aatre part, ia valenr du Symbole t( **'' ' ), en vertu de la for- 
mule (IL) du n° 25, sera 



<:::U = -(ViÄ^.-.'a,« 6,)' [2.+r„(,,) l/5f5-+r.(S,) /j^^L,-] 

+roW<5,)+^^if^^V,(,.)+i|±li^'r,(?,)i 
il s'ensait, k cause de (9.), 

(11) •C':L)-'(.,:;t.)= 1 1«*^.+*[«(.,»,)+«(<.,« *,..)] 

OÜ |^|<1 et i= 1,2,...,*-!. 

Dans le cas t = 0, on aura 

(12.) a„=l,6u = et ai>0, 61 = 1. 

Les valeurs des symboles »( ')etT( ') seront exprim^es par 
la formule (!'.) du n» 23 et par la förmule (11'.)" du n» 25. 
En vertu de ces formules, on obtient 

oü \&\<.l. 

Dans le cas i = Ar, on aura 

(14.) o» = 1, 6i>0 et Oi+i = 0, 6i+, = 1; 

les valeurs des symboles » ( ' *) et t ( ' *) seront exprim^es par la for- 
mule (!".) du n" 23 et par la formule (11".) du n» 25. 
En vertu de ces formules, on obtient 

OÜ |d|<l. 

En attribuant ä l'indice t les valeurs t = 1,2, ...,&— 1 dans la formule 
(11.) et en additionnant les ^galit^s obtenues, on trouvera apr^s les r^ductions: 



/ 
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(16.) 



T\s{ "■'*' )-t( "'•';•• )l = Jlog«4 

+ 9 ['S"' fi(o,60+*|"' fi(a.-Hi6m)] 



En additionnant les ^galit^s (13.), (15.) et (16.) membre ä membre 
ayant 6gard aux ^galit^s (12.) et (14.), on obtient 

oü |^|<1. 

En sabstitaant le r^saltat obtena dana la formale (8.) et en observant 
que, d'apr^s la formale (II'".) da w" 25, 

on troave 

(17.) F{x) = x{\ogx + 2C-^l) + \^9[2'lR{a,b:) + ^^ 
oü |d|<l. 



28. Examinons maintenant la somme 



(18.) ZRia.b;). 



D'apr^s la sapposition faite aa n'' 3, les nombres entiers et positifs 
Q. et 6. (f = 1, 2, ..., A) n'ont pas de divisear comman et v^rifient l'in^galit^ 

öt*l<^ 0=1,2,...,*). 

II en r^sulte qae la fonction R{u) ^tant positive, la somme (18.) est 
au plus ^gale ä la somme double 

^R(mn) 
si Tensemble de sommation est d^fini par les in^galit^s 
(19.) m>0, fi>0 et mn<t. 

On peut donc ^crire 

^^RUh,) = »2:R(mn) oü 0<5<1, 
.=1 u) — 
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et, en vertu de (10.), il vient 



Cela pos^, envisageons la somme double 

en supposant que 0<»<;i. 

En vertu des in^galit^s (19.), on peut präsenter la somme consid^r^e 
sous la forme suivante: 



1 "•^' r 1 *^m i -1 



A Taide de Tin^galit^ connue 

fi'-*-(ii-iy-*>(l-«)ii-* ("^*<i). 

on obtient 

.>ü «•— 1-» Vm/ ' 
et, en vertu de (21.), on aara 

•1 m<Z.t ii—, 1 

(22.) -2r^< ^ T — -• 

A l'aide de l'in^galit^ connue 



on obtient 



et de Tin^galit^ (22.) on d^duira 



--<logm — log(m— 1) (m>i), 



"'^'-<log/+l oü Ol, 

-^ — II fit ^= == ' 



.-^öi^^Sc^^s^'+i) '»^•<"- 



(T) 



En substituant le r^sultat obtenu dans l'^galit^ (20.), on la ram^uera 
ä Celle- ci: 

|*Ä(a,60 = *(log/+l)[|/ + j/f+|to] oü 0<d<l. 
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En vertQ de cette ^galit^, la formale (17.) pent s'i^crire 
F(aj) = a; (log a; + 2 C- 1) + j 

+ ^[(log<+l)(||/+|l^+ 3^^-0 + 1+ |/^ + |] 

oü |*|<1 et aj>l, />1. 
En faisant 

on obtient la formnle 

Fix) = x(\ogx+2C^l)+l+»[Q\ogx + l)-^Vi+l]'x-tl]. 
En se rappelant qae 











F(a:) = 


Z E^, 

ii>.0 >• 


on 


d^daira la formale 










E^ 
n 


= X (log 1 


r+2C-l)+i + .v(| 


oü 


*,1<1 


et 


a:>l. 







La formale obtenae fait voir la propri^t^ saivante de la fonction 
numeriqae j; E-. 

Thioräme, La fonction x (log x+2C— 1) reprisente la fonction numi- 
rique 2! E - aeec une erreur dont Vordre ne surpoise pa$ celui de la fonction 

]^x logj. 
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gefandenen vollständigen Differential entwickelt. Die Analogie mit der 
elliptischen Thetafanction ist an manchen Stellen bei ihm massgebend 
gewesen. 

leb habe versncht, alles aas dem erwähnten vollständigen Differential 
allein herzuleiten, ohne etwas über irgend eine, wenn ancb nur elliptische, 
Thetafnnction zn kennen, und es ergab sich, dass die allgemeinen Tbeta 
es sind, die natürlich aas der erwähnten Quelle mit aUen ihren Eigenschaften 
entstammen. Erst nachher werden aus ihnen durch Specialisirung die 
Jacofeischen erhalten, wodurch der analytische Ausdruck aller Theta ge- 
wonnen wird. Geht man den von mir gefundenen Weg, so erscheinen alle 
Hauptelemente der Thetatheorie nicht als Kunstgriffe genialer Erfinder, son- 
dern als in der Natur der Sache liegend, wodurch diese Theorie, wie mir 
scheint, an Interesse gewinnt. 

Es giebt zwei Hauptmomente in dieser Theorie: das Verschwinden 
der Thetafunctionen und ihre Functionalgleichung. Ueber das erste habe 
ich dem zweiten Internationalen Congress der Mathematiker zu Paris im 
Jahre 1900 mitgetheilt,*) und darum wird diese Abhandlung nur dem zweiten 
Hauptmomente gewidmet. 

Den Ausgangspunkt bildet hier nicht das unbestimmte Integral des 
erwähnten vollständigen Differentials, wie in anderen Arbeiten, auch meinen 
früheren, sondern ein bestimmtes Integral davon, längs einer Cnrve im 
fi-dimensionalen Räume genommen. Dank solcher Auffassung der Sache 
ist es mir gelungen, die Functionalgleichung der allgemeinen Theta ans 
ihrer Definition selbst zu erhalten, durch sie zu den Theta ohne und mit 
Parametern zu kommen, ihre enge Beziehung zu den Tangentialcurven fest- 
zustellen, ihre gegenseitigen Relationen zu finden, u. s. w. Die Resultate 
sind nicht neu; aber auch nicht ihretwegen wage ich meine Arbeit der 
Oeffentlichkeit zu tibergeben, sondern wegen der Art und Weise, wie ich 
sie erhalten habe; denn für das wissenschaftliche Gebäude ist es ja auch 
nicht einerlei, wie das wissenschaftliche Material zusammengelegt ist. Er- 
schöpfend ist meine Abhandlung auch nicht; ich habe nur das Wichtigste 
meiner Betrachtung unterzogen. 



*) Sur Tevanouissement des fonctions & de plusieurs variables. Par Af. Ticho- 
mandritzky. (Compte rendu du 2^^"^® Congres international des mathematiciens tenu ä 
Paris 1900. Proces verbaux et Communications. Publies par JB. Duporcq. Paris, 1902, 
p. 273.) 
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dieselben Wege von ihrem Anfangs- bis zu ihrem Endwerthe durchlaufen. 
Diese Function wird, wie bekannt, logarithmisch unendlich wie log(x— 1)^|, 

wenn sich einer der Punkte (a;,, yi) dem Punkte (I, y^) nähert, oder alle einer 

solchen Lage zustreben, dass durch sie eine adjungirte Curve 1. Gattung 
gelegt werden kann. Dadurch ist sie mehrwerthig, und alle ihre Werthe 

für ein gegebenes Werthsystem der ti^ unterscheiden sich um 2qni^ wo 

1 

q eine positive oder negative ganze Zahl ist. Wollen wir dies vernach- 
lässigen, so werden wir das Gleichheitszeichen (=) durch das Congmenz- 
zeichen (=) ersetzen. Da 

(6.) /* = /*- /* 

ist, so genügt es, weil man 

(7.) 1?, = «,-/, 

setzen kann, sich nur mit der etwas einfacheren Function 
(8.) * (iijiir , C,) = i f"* (C,+ J (u, + 1)^) du, 

zu beschäftigen, die aus der Function (5.) dadurch entsteht, dass man den 

veränderlichen Punkt (|, y^) in den festen Punkt (o^o? y») hineinrückt. Diese 

p 
wird logarithmisch unendlich für solche Werthe der Variablen ti^, die einen 

p 
der Punkte (x^, y.) in den Punkt (o:,,, y,,) führen, oder alle auf eine adjungirte 

Curve 1. Gattung bringen. 
Setzen wir 



(9.) e(..j.r,c,) = .*(-M-i'V.)_ 



80 wird dies eine eindeutige Function von «a, weil c'*"' = 1 ist. Diese 

1 

Function ist überall endlich, weil sie da gleich Null wird, wo die Function 

p 
* (j'h\^h^\ Ch) unendlich wird, und zwar identisch in dem zweiten Falle, wie ich 

es an anderem Orte, von dieser Definition ausgehend, gezeigt habe. Aber auch 
alle anderen Eigenschaften der Thetafnnctionen müssen aus der Definition»- 
gleichong (9.) und nur aus dieser abgeleitet werden, und zuerst ihre Functional- 
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gleichnng, die angiebt, wie die Function 6 sich ändert, wenn die Variablen 

ffj^ sieb um irgend welche simultanen Perioden ändern. 
1 

Wir werden die vollständigen Integrale längs der geschlossenen 
Curven Ag und B^ durch w^g und w[g für das Integral /^k, und durch rj^g und 

ri\g für das Integral //^ bezeichnen, so dass 

(10.) ®* =" ^ ^^^ ^'J + ^^ ^*^) ' 

(11-) fik= JS (mjVMj + njTj^;) 



(A=1A....P) 



/=l 



die allgemeinen simultanen Perioden sein werden. 
Wir werden also haben 



(12.) 



P P 



und auch flir die allgemeinere Function 2. Gattung mit dem Parameter in (^, y^ 



wo 



(13.) 



(14.) 



J(Mk+[(^k)}i = -^(«AXt+^t, 



^«=^^ (PjV^i + ^jV'^j) 



ist, was wir auch später gebrauchen werden. 

Um die erwähnte Aenderung der Thetafunction zu finden, müssen 

wir die Aenderung des Exponenten in (9.) aufsuchen. 

p 
2. Setzen wir 11*+©* als obere Grenzen in der Gleichung (8.) § 1, 

1 
so erhalten wir 

*(fl,+©JllJ^ c) = i r''^'^Xc,+j(u,+Z)) du, 

00 

k 

(1.) { -^j (C,+J(u, + L))du, 

+ 2\ (C*+/(ti*+/j)rft.». 



«<«>+»» 
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Da 



(2.) 



„(0, 



-r+--* 



ist, so haben wir sogleich 

2; J (c»+/(«» + /*)*)''"* 



(3.) 



.Ji"> + 



"t 



= i r*(Ct+j(«*4-/Ü)0rf«»+i^»(«»-»r) 

Für das erste Glied der rechten Seite in (1.) haben wir 

= i {r''"*(c»+j(ii,+«i">+ /!)>«* 



+ P(c:»+y(«»+«r+/!)>«»}; 



(4.) 



Tichomandritzky, Über Abelsche Integrale und Thetafuncüonen. 289 

Dan ist aber 



(0.) 



= r'-(c*+j(cö,-iijfir+/;))rfii, 

1 , 
t . 

= r"(c»+/(«*+«r"+/!)Jrf»*+|^t©*; 

t^ 1 Xo 



1 , 



also wird 



(6.) 



-7«'* 



«(»). 






10) 



1 . 



(70 



Bringt man dies sowie (3.) in (1.), so erhält man 

+ ^ (c*+/(«.+«r+/*)Jrf«*- 



1 , 

-2**'* 



3. Um das letzte Glied in dieser Gleichung zu finden, führen wir 

2p willkürliche Constauten uf^ und Jj^^ die wir nachher zweckmässig be- 

1 1 

stimmen werden, ein, indem wir bemerken, dass 



(1.) 



1 , 



-öwjt 
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ist, WO das letzte Glied sieh so darstellen lässt 



(2.) 



2J (j,+j(u,+ uj:''+h\)du. 



1 . 

-2-k 



1 *0 1 Xq 



1 ^ 



1 . 



Das erste Glied rechts lässt sich sogleich finden, denn man hat 



(3.) 



P 



1 «0 1 *0 



-»"* 












:l")-lcD, 



.;:co)^ii. 






(0) 1 . 



-r+ic.. 



-00 



Bringt man dies in (2.) und von da in (1.), so erhält man 



f^b ^d /%b ^a f%d /%c 



% t t 



a c « « e e 

c ^a / r%d jj>\ /%c /%d 



«0 a 6 
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(4.) 






1 • 



P 



=.^.[(c*-/»)®*-(Äi"'-«r)^j 

1 *b 



+ i 



1 . 

-2^fc 



und hier müssen wir schon die eingeführten Constanten gewissen Be- 
dingungen unterwerfen, um für das letzte Glied, auf das alles in diesem 
Paragraphen zurückgeführt ist, irgend einen seiner Werthe finden zu können, 
da ein solcher vollständig für uns ausreicht, indem die anderen sich von 
ihm um 2qni unterscheiden. 

' 4. Könnte man die Constanten nf^ und «/^ so bestimmen — und dies 

1 1 

ist immer möglich, wie wir später sehen werden — , dass wäre 



1 'o 1 'o 



für alle Werthe der Variablen ti^, so würde man das gesuchte Glied der 
letzten Formel auf folgende Weise finden. Wenn man diese Gleichung (1.) 

multiplicirt mit —rfiiA, summirt von & = 1 bis Ä = fi und dann integrirt von 

] p 1 p 

— ö®* ^^s +ö"^*» so erhält man 



2 7 



2 7 



(2.) 



*-»t7 ^ 1 *6 ^*^ 



^1 ^ 



p 



1 Xo 



— o*«'* 



das heisst: unser Integral, zwischen symmetrischen Punkten auf irgend 

einer Curve genommen, ist dem in umgekehrter Richtung zwischen den- 

p 
selben Punkten aber auf der zu der früheren Curve hinsichtlich tf * = 

H 1 

symmetrischen Curve genommenen gleich, also gleich der Hälfte des längs 
der geschlossenen, aus beiden zusammengesetzten, Curve genommenen. Man 

39» 
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mnss also nur die beliebige Curve passend wählen, um das Integral zu 
finden. Wir wählen dazu eine gebrochene Linie, von der die nachstehende 
Figur, für die Ebene der Variabein «^ constroirt, eine Idee giebt: 




Hier ist -4 Ä = «ii cü^^ , BC = «icoii, (also 



Ob = ^AB, 



bC^^BC), 



MC=^CG = ^nhiü^, GE = \fh^'^\ YE = ET =- ^^30)«, TP = \nyw'^, 
u. s. w. Das Parallelogramm HL ist symmetrisch zu KG hinsichtlich 0, 
das Parallelogramm US zu AT, a. s. w. Die entsprechenden Figuren 
mUssen in den Ebenen jeder anderen Variabein constrairt gedacht werden. 
Die Variabein sollen sich längs AB der Proportion 



(4.) 



dw, __ du, 



w, 



w. 



dup 

Cüpl 



gemäss ändern; längs BC gemäss der Proportion 



(5.) 



du^ _ f[!li __ 

0)11 C1121 



dup 



und ähnlich für die anderen Seiten der Figur. Die Endpunkte, wie P 
und P für /i = 3, stellen, wie leicht zu sehen, die Punkte +0®* ^^^ ""9 ®* ^*^- 
Das längs des ganzen Umfanges in positiver Richtung genommene 
Integral ist augenscheinlich gleich der Summe der über jedes Parallelogramm 
einzeln genommenen. Für das centrale Parallelogramm ABCD haben 
wir, da 
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/B ^C ^D ^A ^B ^C ^C ^D 

+/ +/ +/ =/ -/ +/ -/ 

A B C D ALBA 



ist, 



(6.) 



1 



j-m,«»i p /^ + j»i«'h 



(-«,j?;,)rf«»+2: 



— J"!"*! 



J+5 



-2»«i«'*l 



*»! ^rt <*«* 



= fn,n, 2 (rikx^'kx-riki^k^ = fn^Ui^ni 



*=i 



— nach den bekannten Periodenrelationen der ^6e/schen Integrale 1. und 
2. Gattung von Weierstrass. — Für das Parallelogramm MGEK haben 
wir, da 



M E K M K Q M 



ist, 



(7.) 



1 

(1 1 '^ l _ "*\ 1 

p i^5-«iw'*2 f / 1 1 '^ 1 _ ''^N 

u 

/l l**! "*\1' 
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(7.) 






— -mja)i2 



/" 1 1 1 — "*\ 1 



+ 2! fn2 Vk2'^n2Ü), 



*27 



und für sein symmetrisches NHFL haben wir, da 



ist, 



(8.) 



1 

^-maa)jk2 

(1 1 '' 1 — "*\ 1 

P /^-j«««'« f / 1 1 -P, 1 — ''*\ 

/ 1 1 ', 1 — "'n 1 






-2"4«« 



/ 1 1 '' 1 _ *\1 

p /In 

+ j: (-«»2 1?«) ' (^- 2" ''^ «^*2> 

und für die Summe beider, (7.) und (8.), 



(9.) 



2; 

fc=i 



1 



1 
P P 

+ JS m2 ni riia wis = nij «2 2; (^« ^i2— ^42 «>«) = «tj «2 • 27ii, 
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— nach denselben Periodenrelationen von WeierstroM. — Für das Parallelo- 
gramm VTPR und sein symmetrisches WUQS sind die Rechnungen dieselben 
nur mit dem Unterschiede, dass an die Stelle von iiiaco;^, und UsCüJ^, jetzt 
III3CÜJ3 und «stüia treten, und an die Stelle von ^^»»1 0^*1 + 0^1^*1 ^^^ Summe 

o^i^ki+^^i^ki + K^^k2+ö^^'j^j SO dass wir für den ihnen entsprechenden 
Theil des Integrals erhalten werden 

(10.) m3it3-27it. 

Analog ist es auch für alle weiteren Parallelogrammenpaare nur mit dem 
Unterschiede, dass an die Stelle von 1112(0^^2 und fh^k2 die jedesmaligen 
Perioden treten^ und an die Stelle von ^nijk 0^41 + ^ fi^cüii die Hälfte der 
Summe aller vorhergehenden Perioden, so dass wir für das letzte Paar als 
den ihm entsprechenden Theil des Integrals bekommen werden 

(12.) m,n,'2ni. 

Das Integral wird also im ganzen gleich der Summe 



p 



(13.) 2771 2; m*«*, 



und folglich wird 



*=i 



(14) i C^'"' (J,+J(u, + «r +/Ü) ) du, = Tii i m,n,. 



-ö«* 



(1.) 



5. Setzt man dies in (4.) § 3 und von da in (7.) § 2, so erhält man: 

k=l Jfc=l L Ä J 

Nimmt man die beiden Seiten dieser Congruenz (mod. 27tt) zum Exponenten 
der Zahl e, so erhält man wegen (9.) § 1, und da e'^* = — 1 ist, die gesuchte 
Functionalgleichung der allgemeinen Thetafunction: 



(2.) 
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p p p 

6. Anstatt der Parameter C* und tiJJ^ wollen wir hier andere fXi, und v* 

1 1 1 
einführen, indem wir setzen 



(1.) 



«r-«r = - i G«^ «'»,+»', coj;,);') 



(i=J,...,p) 



was immer möglich ist, da die Determinante A der Coefficienten von /i^ und 

1 

p 

Vf, gleich ±(27iiy, also von Null verschieden ist. Dieses System von 2p in 
1 

p p 

Bezug auf die 2 p Unbekannten Uj und v^ linearen Gleichungen lässt sich 

1 1 

sehr schnell mit Hilfe von Weierstrass^iih^n Periodenrelationen lösen. 

Multiplicirt man nämlich die erste dieser Gleichungen mit — ^i^, die zweite 

mit oi[g^ und addirt sie dann und summirt nach k von & = 1 bis & = p, so 

erhält man wegen der erwähnten Relationen 

(2.) i [(C,-JO ^-Cöt^-fiD I?:,] = -27ii..a,; 

multiplicirt man die erste mit — 1?^^ und die zweite derselben Gleichungen 
mit (0;ti7 9 so erhält man in derselben Weise 

(3.) i [(C,-/0 «;,,~(iif^~iin n,;\ = 2ni.v,. 

Multipliciren wir jetzt die Gleichung (2.) mit n^, die Gleichung (3.) mit 
iiij,, addiren sie und summiren nach g von g ^\ bis gr =p, so werden wir 
nach (10.) und (11.) des § 1 erhalten: 

(4.) i [(C,-JO cD.-Ciir-fii")) f,,] = 2711 i (y^ m,^u, n,). 

Wir wollen auch neue Veränderliche mittelst der Gleichungen 
(5.) Uf.—ul^ = Uf, (* = i,2,...,p) 

einführen und auch die Bezeichnung der Function selbst etwas abändern^ 
indem wir setzen 



(6.) 0(ti;+«rfe c,) = 0(11;; ^, n). 

*) Weil man dann hat 



p 



<'> = ^"+2:(fi,to,^ + Vjmk). 
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Wegen (4), (5.) and (6.) nimmt dann die Gleichung (2.) § 5 folgende 
Gestalt an 



(7.) 



= (- D- *"* ;" - '''"'-"''' A "^" ^'''^0 U; k, n), 



wenn man wieder u^ für ti^ schreibt. 

Setzt man hier m^ — 1, oder it, = 1, und alle anderen ntj und it^ gleich 
Null, 80 erhält man folgende 2p einfachere Gleichungen: 



(8.) 



1 1 



durch deren wiederholte Anwendung man wieder zur allgemeinen Gleichung (7.) 
kommt, worauf wir hier nicht eingehen wollen.*) 

Wie bekannt, heisst die Gesammtheit der Zahlen (.a^, O die Charakte- 
ristik der Thetafunction; jede Zahl /x,, und v^ ihr Element. 

7. Die einfachste dieser Thetafunctionen ist gewiss die, für welche 
alle Elemente der Charakteristik verschwinden, für die also 

(1.) ,Uk = 0, n = (A = l,2,....p), 

— diese wollen wir kürzer so bezeichnen 



(2.) 



0(«a;6*,O,) = 0(«,), 



— weil für sie die Gleichungen (8.) und die allgemeinere (7.) folgende 
einfachere Gestalt annehmen: 



(3.) 



01«*+'»«; = c*=' o\uh), 



1 1 

w 9 (.. I a>0 = (- ir "'■' A "^''''"> e ik) 

*) Das findet man in meinem Buche: Die Umkehrung der hyperelliptischen 
Integrale. Charkow, 1885. (Russisch) S. 114—116. 
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Aus den Gleichungen (1.) § 6 folgt, dass für die Werthe (1.) der 
Elemente der Charakteristik 

(5.) c, = /„ fir>=ür (*=i,^....) 

wird und umgekehrt: wenn diese Gleichungen stattfinden, so finden auch 
die Gleichungen (1.) statt 

Da vP keine willkürlichen Grössen sind, so wissen wir nicht, ob 
1 
«ie als untere Grenzen der Integrale in der Formel (8.) § 1 genommen 

p 
werden können. Da wir jetzt nach (5.) § 6 auch die Vf, in den oberen 

1 
p 
Grenzen der Integrale dieser Formel durch Uf,+ vfp ersetzen müssen, so 

wollen wir, um dem erwähnten Uebelstande zu entgehen, als untere Grenzen 
der Integrale «V^+üi"^ nehmen, wo u^^^ willkürliche Grössen seien. Wir 

.P V 

definiren dann eine Function ^\^h) durch die Gleichung 

n 

WO ^(«1*^) auch eine willkürliche Grösse ist; oder 

(6.) ^(u:) = ^(f)+^{u,+ii^YP j,), 

wenn wir die Bezeichnung der Formel (8.) § 1 gebrauchen ; die Formel (5.) 
kann auch so geschrieben werden 

(7.) *(«,) = *(«i'0+ i r* (j,+/(«,+^r+/;)^) du,. 



4'^ 



Wenden wir auf diese Function die Gleichung (1.) § 5 an, was die 
Form (6.) der Definitionsgleichung möglich macht, so bekommen wir 

(8.) ^ {u, + U)i)==^ (y + 1 [fi, (i/,+l fD,) + fw^ n, n%\ 

woraus für die Function 

(9.) e*(5*) 

eben die Gleichung (4.) folgen wird; wir können also setzen 



(10.) 00 = /(?*), 
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da durch diese Gleichung, wie auch durch die Functionalgleichung (4.) die 

Function ©(«*) nur bis auf einen constanten Factor bestimmt ist. 

8. Weierstrass nannte diese Function ThetafuncHon ohne Parameter; 
ich möchte sie lieber die fundamentale Thetafunction nennen, weil jede 
andere auf diese zurückgeführt werden kann. Wir können nämlich die 
Gleichung (8.) § 1 folgendermassen umformen 



(1.) 



' (y,+j(«,+«r +/*)>«* 

^ i (c,-/o(«*-«n+*(«A-«r)-*("*" -"*"); 

also wird 

p 

wenn nur ul^—uf^ nicht zu den singulären Stellen gehört. Setzt man hier 
Wa + ttf^ Statt «,,, so wird man haben 

und wenn man hierin für C*— /* und u'^'^—üf^ ihre Werthe aus den Gleichungen 
(1.) § 6 einsetzt, so erhält man daraus wegen (6.) § 6 folgende Gleichung 



/■ f \ 
(4.) 0(,«a;^a, nj = e 






>=i 



9. Nun wollen wir die Möglichkeit der Bedingungsgleichungen (1.) 
§ 4, die auch so geschrieben werden können 

(1.) j(-u,+i^^^ + l[)+j(u,+k'+h\ = -2J», 

40* 
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nntersnchen, und zugleich, falls sie als möglich erscheinen, eine Methode 

£ P 

zur Aufsuchung der hetreflfenden Werthe der Constanten u^^^ und /* auf- 

weisen. Wir wollen aber dabei unsere Aufgabe etwas allgemeiner fassen, 

und untersuchen, ob die Gleichungen (1.) möglich sind für eine Abekehe 

Transcendente 2. Gattung mit dem Parameter in einem beliebigen (nicht 

singulären) Punkte (I, i?t) ; wir werden also nachsehen, ob es möglich ist, 

p_ * 

die Constanten ti^ und C^ so zu bestimmen, dass man fUr alle Werthe der 

p 
Variablen Uf, hat 

1 

(2.) J (-«»+«,) +/(«A+«A = Cj. 

Setzt man 

(3.) -«a + wa = f?Ä; ^H+^h = f^h (* = J.2 p). 

so wird diese Gleichung 

(4.) ^(f>+/(f)^ = a. 

Differentiirt man diese nach n^^ so hat man 

Setzen wir 

(6.) €?*= 2;Ihj fi>k = 2:1kl 

so werden wir nach der Formel von V. Ermakow 

(7.) -g^ = H (o„ 6,1^, y^ - D, Pj, (a„ 6/, x,, y,)*) 

folgende beiden Gleichungen haben 



werden, so wird ihre Diffe- 



•) Diese Formel wird so erhalten. Da beide Functionen H(x,y\^,y^ und 
P i 
D{^|i7(a?,y;a„6f) im Punkte (|, yc) unendlich wie r 

1 * i^ — 5 

renz eine adjungirte Function 1. Gattung sein; also kann man setzen 

p p ^m-2ii— 2 p 



Tickomandritzky y über AbeUche Integrale und Thetafunctionen. 301 



(8.) 






Bringt man dies in (5.), so bekommt man 

(9.) Di P=, (a„ 6,; xj.', yj,)- Dj P,, (a,. 6»; x^' yi^.) = (» = i.^ rt. 



macht man hier (x.y) = (ai,b,), so erhält man 

09.) B(,a„b,\l,y^) = A,, 

.m— 2 »-2 p w— 2 11— > p 

da alle 9>jb ( ^9 y; ö'>^7 dann gleich Null werden ausser der y/ ( o;, y; a.,6,) die 

i 1 



gleich Eins wird. Setzt man dies in (a.), so erhält man 

Cy.) H(x,y\^,y,)^D P^Ax.y.ai, b^ = ^ ff(a*,6*|g,yPsP* T«, »;«»%,)• 



Weiter hat man 

wo 

(e.) 



^1 ^ 1 = 1 »0 



e» 



ist. Diiferentiirt man (d.) nach u*, und beachtet, dass 
ist, so findet man 



Vergleicht man dies mit (y.), so erkennt man, dass an Stelle der Fundamentalpunkte 
hier die Punkte frr,, y,J getreten sind und (x, y) durch (a«, bt) ersetzt ist; also wird 
man nach (/.), wenn man dort diese Veränderung vornimmt, folgende Formel erhalten 



iL) 
was zu beweisen war. 



gj^ = ff (flt, 6t||, yj)— D{ /»{, (at, 6»; «j.y.j, 
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eine Gleichung, die uns zeigt dass die Function der Variabein (a?,y) 
(10.) D^ P^, {x. »; ar'^., ylO-Dj P,, {x, »; x^, y'Q 

in allen p Fundamentalpunkten (a,,^ bi.) verschwindet. Diese Function, als 

Differenz zweier adjungirter Functionen 2. Gattung mit demselben Para- 
meter (?. yj), reducirt sich auf eine adjungirte Function 1. Gattung; wenn 
aber eine solche in allen p Fundamentalpunkten verschwindet, so ist sie 
identisch Null. Also haben wir für jeden Werth von (a:, y) 

p p 

(11.) D. P.^ (x, y; a:^,, y^,) = D, P.^ (x, y; x^, yt;), 



das heisst, die Punkte (a?t„ y i^) und (xt^, yl^) sind alle 2p Nullstellen einer 

und derselben adjungirten Function 2. Gattung, construirt mit Hülfe der 
Tangente der Fundamental curveF(^a:, y) = im Punkte (^, y^), nur dass links 
die einen, rechts die anderen p Punkte als willkürliche Nullstellen der 
Function hervorgehoben sind. Wir können also schreiben 

p p 

^j Pin («. y; a^U y'ü) = D^ Pj, («, y, x{„ y'^) 



(12.) 



ym — l n—l p V 



wo man der Kürze wegen gesetzt hat 

(13.) i^ = — öy-(^-g)+— ö]^^»""^^)- 

Addirt man jetzt die Gleichungen (3.), so erhält man 

(14.) 2«/a = Ca+M?A, tA = l/i.....P). 

also wegen (6.) 



(15.) 2i?,= s[h^Iu) 






Diese Gleichungen machen die Berechnung der Werthe der Con- 

— p 

stauten u^ möglich; denn, nimmt man z. B. (o:^, y^g) willkürlich an, so 

werden die anderen durch die Function (12.) bestimmt. Mau kann aber 

auch andere Formeln bekommen, die nichts Willkürliches enthalten. Lässt 
p _ 

man alle ti* sich dem Werthe nähern, so werden t>j^ und ir^ sich 114 

1 
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nähern, und zugleich die Punkte (ar^,, y^,) und (x^^ y'^) einem und dem- 
selben Punkte (c^,, y„f)? ^^d so für i = 1, 2, ...,p, sodass die Function (12.) 
zur Function 

/-m— 1 «—1 P \ 

(16.) ^ j 1! 11 

wird. Die Formel (5.) wandelt sich dann in die folgende um 

(17.) 2«, = 2i7;, 

oder 

(17'.) «* = .^A-.^/.. 

•='«0 ». 

Fasst man den Quotienten der beiden Functionen (12.) und (16.) 

V^iC"«;, y;x'ii,y'i^x'it,y'i,) 

(18.) 1^ ! 

Vi(,a;, y;c{.-,ycj,jc{,-,y„J 

ins Ange, so hat man nach dem Theorem von Abel 

(19.) ^(/*+/J = 0, 

wenn der letzte Integrationsweg passend gewählt ist, woraus folgt 

(20.) 2: (/. + /.= 2 2;/.; 

also geben die beiden Formeln (15.) und (17.) dieselben Werthe für 2«,,. 
Die Gleichung 

xm— l n~l p "V 

(21.) v^{ v^i y; ^1.^ ffc^il^i.^ Vc^ = 

stellt eine sogenannte tangentiale adjungirte Curve 2. Gattung vor, die 
mittels der Tangente im Punkte (f , y ) an die Fundamentalcurve F\x^ ff j = 
bestimmt ist, und die diese in p Punkten berührt, die durch den Punkt 
(f, y^) fest bestimmt sind. Das Problem, eine solche Curve herzustellen, 
hängt von der Lösung eines bestimmten Systems algebraischer Gleichungen 
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ab,*) und hat deshalb eine endliche Anzahl von Lösungen, welche Anzahl 
später durch andere Betrachtungen viel schneller sich ergeben wird als 
durch Betrachtung dieses Systems von Gleichungen, weshalb wir dabei nicht 
stehen bleiben. ^Von fundamentaler Bedeutung aber fUr unsere Theorie ist 
der Umstand, dass alle diese Lösungen in zwei Klassen zerfallen, je nach- 
dem die Curve (21.) eine eigentliche dieser Art ist, oder eine zerfallende, 
d. h. von der Gestalt 

/m— 2 n— 2 p-1 v 

(22.) / (pi^x, y\c,,y,. \ Ci,y,.) = 0, 

also darstellbar als Product einer tangentialen Curve 1. Gattung und der 
Tangente /^ = selbst. Im letzten Falle sind die Punkte, wo diese Curve 
die Fundamentalcurve berührt, ausser dem einen, der in (?, j/s) fällt, von 
der Lage dieses Punktes ganz unabhängig, weshalb auch in ihrer Be- 
zeichnung in (22.) ^ herausfallen musste. Mittels einer zerfallenden ad- 
jungirten Curve (22.), oder — anders gesagt — mittels einer wegen des 
Zusammenfallens eines der Berührungspunkte mit ($, j/t) in 

(m— 2 n-2 p—\ \ 

degeuerirten Function (16.), hätten wir anstatt der Formel (17'.) für «* eine 
solche 

(23.) «, = 'i' /;+/,- i/1 (*=i.^.....) 

1=1 Xo x„ i=l Xj 

gefunden. Setzt man 

(24.) üf'^Zh-Zh ^'-'>' ^^^ 

SO nimmt dieser Ausdruck von üj, eine einfachere Gestalt an 

s 
\2b.) Uf, = «r + Z/, (A=i.2,...p), 

wo nur das zweite Glied rechts von (§, y0 abhängt, während in (17.) jede» 
Glied der ersten Summe rechts davon abhängt. 

10. Wie in der Form des Ausdrucks für ü^, so tritt auch in der 
Form des Ausdrucks für Cz der Unterschied zwischen den beiden Klassen 
von Lösungen hervor. Da 

*) Siehe darüber H. Stahl, Theorie der i46cfachen Functionen. Leipzig, 1896. 
S. 257 u. f. 
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sind, 80 nimmt die Gleichung (4.) § 9 folgende Gestalt an 

nnd diese Formel erlaubt uns immer den Werth von C^ zu bestimmen, 
gehöre die Function (12.) § 9 zu der 1. Klasse, oder zu der 2.; fUr die 

1. Klasse gilt aber diese Gleichung auch für die Grenze (11* = 0\ und 

zwar wird 



c^i 



(3.) 2 i li, = Cj, 

1=1 Xq 

woraus sich ergiebt 

(3'.) ic.= i//5; 

- »=1 «0 

für die zweite Klasse aber wird sie illusorisch für die Grenze (u,, = O), da 

eines der Integrale der Summe unendlich wird, indem seine obere Grenze 
gleich I wird, also mit dem Parameter zusammenfällt. Um den Werth von 
C{ in diesem Falle zu finden, muss man einen anderen Weg einschlagen, 
falls man nicht die Formel (2.) anwenden will. 

Setzt man in der Gleichung (2.) § 9 u^ + u^ statt %, so wird sie 

1 1 

setzt man hier 

p ^* 

•-1 Xo 

wo die Integrationswege die nämlichen seien, wie in der Definitionsgleichung 
der Function J(uf) 

(6.) J(u,) ^k'ih, 

80 wird 

(7.) ^(-cO=0, 
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da alle Integrationswege sich dann auf einen Punkt (o^u, ^o) reduciren, und 
die Gleichung (4.) giebt uns 



(8.) C. = jfc, + 2Ü,). 

1 ^ ^ 



Diese Formel (von Weierslrass) ist auch im ersten Falle richtig. 

11. Zieht man den aus (17.) § 9 genommenen Werth von Uj, von den 
Ausdrücken (6.) § 9 für r,, und ir^ ab, so erhält man wegen (3.) § 9 



p ,-* _ p '?' 



also 



»==l CC; »=1 C^ 



p ül P ^* 



(2.) 2:h = -2:h, 

was übrigens auch aus der Gleichung (19.) § 9 sofort erhellt. — Zieht man 
dann (3.) von (2.) § 10 ab, — was aber nur für die erste Klasse erlaubt ist, 
— so bekommt man 



(3.) 




woraus folgt 




(4.) 


f // 



Stellt man dieses mit der Gleichung (2.) zusammen, so erblickt man sogleich 

mit Rücksicht auf (1.), dass solch eine Summe der Integrale 2. Gattung 

p 
eine ungerade Function der Variabein Uj, ist, die durch die Gleichungen (1.) 

1 
definirt sind; denn setzt man mit Herrn H. Weber 



p JJ 



(5.) Z(fi,) =.^//., 

so lässt sich die vorige Gleichung so schreiben 

(6.) Z(^u,) =-Z(^,). 

Für die andere Klasse muss, und für diese kann man die Gleichung 
(2.) § 10 so darstellen: 
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(7.) ^//j_lCj = -{^//j-|cJ, 

wo C^ durch (8.) bestimmt ist. Stellt man diese Gleichung mit (2.) für die 
erste und mit 



x' x' / . x'' x'f \ 

p~\ £» fp /p-1 I» £p\ 

(8.) -5 /*+/» = -(2; /* + /*) 



— nach (23.) § 9 — fUr die zweite Klasse zusammen, so kommt man 
wieder zu der Gleichung (6.), falls man : ; 



(9.) z{k) =i//j-.k= 



setzt und berücksichtigt, dass (1.) und (2.) auch für die 2. Klasse richtig 
bleiben (mit dem Unterschiede, dass eine der unteren Grenzen gleich f wird). 
Nach (3.) § 9, (1.) und (8.) § 10 kann man diese Gleichung auch so dar- 
stellen 

(10.) Z fy = -i/(c, + 2 ü,) +J(u, + u,). 

Der Kürze wegen werden wir im Folgenden die Functionen Z(iia) Func- 
tionen der 1. oder der 2. Klasse nennen je nach der Klasse der zu ihrer 
Herstellung gebrauchten Function tp^. 

12. Schreibt man die Gleichung (9.) § 11 so 



(1.) z0^ = -lc, + /(«, + i.,)^, 



p 
80 erhält man daraus für tiA = : 



1 



(2.) Z(ü.)^ = -|c, + J(f,)^. 

n 

Gehört die Function Z (u^^ zur 1. Klasse, so wird 



« P 'ii 

(3.) Uk=-2h (A = l,2,...,p) 



-lo, 



und 



41' 
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nach (3.) § 10; also wird 

(5.) ^(?0, = O- 

Gehört die Function Z (O zur 2. Klasse, so wird nach (23.) § 9 

_ p-i 'i 5 

(6.) «A = 2; /* + /*, 

also 

(7.) •'(!o,=I^^+5^=~* 

und darum wird in diesem Falle 

(8.) Z(6,) =oc^ 

sein. Für «a = ist also die Function Z (u,^ Null oder Unendlich, je 

nachdem sie von der 1. oder 2. Klasse ist. (Wir sprechen hier v^on dem 
einfachsten Werthe der Function.) 

13. Jetzt wollen wir die verschiedenen Lösungen unseres Prohlems 

mit einander vergleichen. Unsere Constanten Uf, und C^ sind in den vorigen 

1 
Paragraphen durch Summen von Integralen 1. oder 2. Gattung dargestellt; 

da die Werthe der letzteren von dem Integrationswege abhängen, so kann 

jeder der gefundenen Werthe noch durch beliebige zugehörige Perioden 

geändert werden; aber alle solche Lösungen, für welche die Werthe dieser 

Constanten sich nur um ganze Perioden unterscheiden, führen zu derselben 

Function Zf IIa) ; denn setzt man in (10.) § 11 Ma+ö)* statt «*, so bekommt 

das zweite Glied rechts in dieser Formel den Zuwachs ^^, und das erste 

den Zuwachs — ^|, wie leicht zu sehen; also bleibt die Function Z («i^) 

dadurch unverändert. Die verschiedenen Lösungen können also nur durch 
die verschiedenen, zu ihrer Herstellung verwendeten, tangentialen adjungirten 
Curven entstehen. Es bleibt uns also nur übrig, solche mit einander zu 
vergleichen. 

Nimmt man statt (16.) § 9 eine andere adjungirte Function derselben 
Klasse 1, nämlich die Function 
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(1.) 



if>s (f. v: 4. yc'j, f 4. 9c0 



Is 



80 wird man ähnlich den Formeln (17'.) § 9 and (3'.) § 10 hahen 



«»,. 



(2.) 



(3.) 



a^ 



u\^ 2h-2h, 



1 P ^* 

^ 1=1 aj 



nun hat man, wenn man die Function 

(4.) — ^ -^ ^- 

ins Ange fasst, nach dem ^6e/8chen Theorem 

2i(/*-/J = 2(if;-«») = o, 



(5.) 

also = lüj,^ und 

(6.) 
also = ^5, wobei 

(7-) 

ist; daraus folgt 
(8.) 

(9.) 



""T^ «b 






p ^ 



-f - .1- 

«A = «A + g^^Al 



(A=l,2,...,p) 



(A=l,2,...,p) 



Diese Formeln bleiben auch gültig, wenn man in (4.) eine oder beide 
Functionen durch 

jm — 2 n—'i p X 

(10.) hV'K'P, ?;c„y,.|c..,yj 



ersetzt, also durch die Function 2. Klasse, und zwar bleibt für die Formel 
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(8.) auch die Ableitung des Resultats bestehen, mit dem Unterschiede, dass 
man für üj,^ oder für üj, und Üä» die Formel (23.) § 9 benutzt; für die Formel 
(9.) muss man dazu, da (3.) illusorisch wird, die Formel (8.) § 10 gebrauchen; 
diese giebt uns 

(11.) C; = J(c, + 2i7;) = J(c, + 2w, + ^,) =j(c,+2w,) +^., 
also 

(12.) c; = c,+^., 

woraus wieder die Formel (9.) folgt. 

^1 
14. Setzen wir die Ausdrücke von n\ und ,y Cc in die nach dem Muster 

von (2.) § 12 gebildete Function 

(1.) z(u,) =-.yc;+j(fi,+s;) 

ein, so bekommen wir 

(2.) Z'(u) =-^Cj-;^^c+j(tt, + S*+|wj) , 

also nach (2.) § 12 

(3.) Z'(^,) ^ '-\ni^Z{uA\w^ ; 

so einfach wird die eine dieser Functionen durch die andere ausgedrückt. 

uA durch die ^(O 

auch auf einem anderen Wege ableiten, wobei sogleich klar wird, dass sie 
auch ungerade ist. Man hat nämlich 



p 



(4.) Z («*+">*) =Z(«,)+i?f; 

V \ P J _ 

setzt man hier Hä — ^co^ anstatt n,, und zieht beiderseits -^ rj^ ab, so erhält 
man, da nach (6.) § 11 

(5.) ^(«*7J-^0, = -^(-«*t^"*), 

ist, 

(6.) z(«,;ia7,X-l^j= -(z(-«„ + ^är,)^-i^j), 

was eben den ungeraden Charakter der Function (3.) ausdrückt* 
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15. Die Gleichung (3.) § 14 zeigt uns, dass alle Functionen Z (i/ä) auf 
eine unter ihnen zurUckgeflihrt werden können durch sehr einfache Ope- 
rationen: Addition von ^ii>\ zu t/^ und Subtraction von ;ji?r von dem so sich 

ergebenden Werthe der Function, wenn cü^ und rjc simultane Perioden sind. 

1 
Da, wie wir schon gesehen haben, eine Veränderung der Constanten üu um 

ganze zusammengehörige Perioden keine Aenderung in der Function Z(n,^ 

hervorbringt, so reicht es aus, den Zahlen «i^ und h^ in den Ausdrücken (7.) 

1 1 

§ 13 nur die Werthe 0. und 1 zu geben. Dies giebt im ganzen 2^^* Func- 
tionen, da jede der 2p Zahlen mj und Wy beide Werthe und 1 unabhängig 
von der anderen erhalten kann. 

Behält man die frühere einfache Bezeichnung unserer Function durch 

Z [uj^ für irgend eine unter ihnen bei, so könnte man die anderen mit Herrn 

Weber"") zweckmässig so bezeichnen 

(1.) z[^"'>-'"H(y ^zf!/\(u^ 

Lf4„ «., ..., «pJ '^/A Lw>J ^1 ^^' 

— wenn diese darch die Gleichung bestimmt ist 

1 ^ * 

WO iÜÄ und 175 durch (7.) § 13 gegeben sind. Der Zahlencomplex -M 

1 L "iJ 

... 1 

kann die Charakteristik der Function (1.) in Bezug auf die Function Z(f/^) , 
genannt werden, da sie sich mit der zu Grunde gelegten Function ändert 

Setzt man in der Gleichung (2.) Uf^+^^iv,, anstatt «a und zieht von beiden 

1 .1 • • . .. 

Seiten — ö^^ ^^' ^^ erhält man, wie leicht zu sehen 

(3.) -|^.-+^[|](«.t^-);=4:;:t](«A- ■' ^ 



*) Zur Theorie der ümkeirung der Abetschen Integrale. Dieses Journal, Bd. 70. 
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also wird die neue Function in Bezug auf die Function (2.) 1 S'J zur Charak- 
teristik haben; folglich kann man schreiben 

(^) ^[i:i:](«').=4|][|](fv 

1 1 1 

In derselben Weise kommt man auch zu der Formel 

(50 2E;:i;]wi=4|]l;](«.V 

1 1 

Die Vergleichung dieser beiden Gleichungen giebt uns die Formel 

(«■) E;:|] = [t][|] = [t;J[|]. 

1 11 11 

welche das Gesetz der Composition der Charakteristiken angiebt Diese» 
ist commutativ. 

Die mit der Charakteristik l-M behaftete, durch die Gleichung (2.) 

1 
p p 

bestimmte Function Z(u^) wird mit der Function Z(uj^ zu derselben 

Klasse gehören oder nicht, je nachdem w^ mittels des Abekchen Theorem» 
einer Function von der Gestalt (4.) § 13 entspricht, wo Zähler und Nenner 
zu derselben Klasse gehören, oder einer solchen, wo Zähler und Nenner 
zu verschiedenen Klassen gehören, wie es aus den obigen Auseinander* 
Setzungen erhellt 

Für IIa = wird diese Function endlich oder unendlich, je nachdem 
1 
sie zu der 1. oder 2. Klasse gehört 

16. Nach diesen allgemeineren Untersuchungen kehren wir zu dem 

speciellen Fall des § 4 (Gleichung (1,)) zurück. Da hier (S, y{) = (o*, 6*) 

sein muss, woA=l,2,...,p ist, so erblicken wir sogleich, dass, damit die 

p^ 

wi"^ dieselben Werthe für alle & haben, nothwendig und hinreichend ist, die 

1 

Lösung der 2. Klasse des § 9 unserer Aufgabe zur Anwendung zu bringen; 

denn die Formel (24.) § 9 

(1.) üp = 'i'/l-i/l, (*=L^ p 
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giebt ftir die u^^*^ Werthe, die für alle k dieselben bleiben, wie es sein mnss. 
Die Formel (25.) § 9 giebt dann 

(2.) i^, = ür+/* (A=,.2 p). 

Xq 

P 9 

also eben das, was zu den Grössen — w^ und ii^ in der Gleichung (1.) § 4 

1 i 

unter dem Functionszeicben / addirt wird. Alle anderen Lösungen werden, 

wie wir gesehen, aus dieser durch Addition von halben Perioden erhalten. 

Der zugehörige Werth von /^ ist nach den Formeln (8.) § 10 und (2.) 



(3.) J* = -^^(c»+2(sr+/J). 



Da durch die Formeln (1.) und (3.) die Constanten uf^ und Jj, nur 

bis auf zusammengehörige halbe Perioden bestimmt sind, so erhalten wir, 
wenn wir diese Werthe in (7.) und (10.) § 7 bringen, 2^^ Thetafunetionen, 
deren jede als fundamentale angenommen werden kann, und durch welche 
dann alle anderen sich ähnlich ausdrucken lassen, wie es in § 8 gezeigt 

ist. Man erhält diese Ausdrücke aus jenen des § 8, wenn man dort für ur 

einen anderen der Werthe einsetzt, die wj'^ annehmen kann, etwa 

(4.) Wr+2«^A (A = X,2,...,P) 

und für C„ den entsprechenden Werth 

(5.) •^*-2^* (*=1.2,....p); 

dann werden in den Formeln des erwähnten Paragraphen 

(4.) <0-.sr = ls7, (.=-M P). 

(5.) C,-/* = -^Hj^ (*=i,2....,P) 

sein, und die Formel (3.) § 8 geht dann über in 

falls ^(^gco^j von Null verschieden ist; sonst wird sie illusorisch. Ver- 
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gleicht man (4.) und (5.) mit (1.) § 6, so sieht man, dass jene mit diesen 
identisch werden, wenn man dort ^^ = ^ m^, v,, = ^Hf, annimmt; also kann 
die Gleichung (6.) so geschrieben werden 



(6'.) 






Eine andere immer gültige Formel wird in derselben Weise ans der 
Formel (7.) § 7 erhalten. Setzt man dort «^ + J äT» statt «1"^ und folglich 

Jk—äVk statt Jt, so bekommt man daraus eine andere Function, die wir 

für den Augenblick mit *, («aJ bezeichnen wollen; für diese werden wir 
haben 



(7.) 



-i'^ 






«(')+-.„J 



! 1 



1 - 



= -^J^»(«.-«i'0 + *(«* + |-S^*(-*(«i'^ + |-57.) 



also auch 

(8.) 



0,0 rUi'*"* ©(«,4-1^5») 



woraus man bekommt 
wenn man zur Abkürzung 



•^*£'*-i%(«n)4-i^.) 
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p / P 1 _ \ 

setzt. Hier kann vf^^^ so gewählt werden, dass öftf^^ + ö^«^») nicht gleich 

Null wird, nnd auch 0i(til^^) nicht Das ist nämlich immer möglich, da 

dies eine willkürliche constante Grösse ist, die dadurch jetzt hier erscheint, 
dass die fundamentale Thetafunction durch die Formel (7.) § 7 nur bis auf 
einen constanten Factor bestimmt ist 

17. Alle Thetafunctionen, die auf die im vorigen Paragraphen er- 
klärte Weise erhalten werden, haben die Eigenschaft, gerade oder ungerade 
zu sein. Einen sehr einfachen Beweis dafür hat F. Ermakow gegeben. Aus 
(10.) und (7.) § 7 haben wir 

(1.) iog00 = *(^i^>)+i^|' *(/.+/(ti.+«rH/I),)rft'*, 






also 

(2.) rflog efy = i U+J(u, + k''+lX) du,', 

nun bleibt aber wegen (1.) § 4 hier die rechte Seite ungeändert, wenn man 

p p 

— Uf, statt «A setzt; folglich haben wir 

(3.) rflog0(-«*) = rflog0. 

Durch Integration folgt daraas 

(4.) ©(-«,) = C 00, 

P P 

WO C eine Constante bedeutet Setzen wir hier wieder — ti* statt ti,., so er- 

1 1 

halten wir 



(5.) 00 = C0(-u,); 



multiplicirt man die beiden letzten Gleichungen mit einander, so bekommt 
man nach Reduction 

(6.) 1 = (?, 

woraus folgt, dass 

(7.) C = ± 1 

ist; setzt man dies in (4.), so hat man 

42* 
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(8.) 0(-u,) = ±0(i), 

was zu beweisen war. Wir haben diesen Beweis hier aufgenommen nicht 

nur wegen seiner Einfachheit und Eleganz, sondern auch, weil er den Satz 

als eine nothwendige Folge der Gleichung (1.) § 4 zeigt. 

p 
Die ungerade Thetafunction muss wegen ihrer Continuität für ii;^ = 

verschwinden; dafür ist noth wendig, dass # (O^) = oo werde; dies kann aber 
nach § 14 und § 15 nur dann sein, wenn die Functionen 



(* = 1.2,...,p) 



(9.) j,+j(un+üj:^^+hy 

V 

zu der 2. Klasse gehören, da für Uj, = nur diese unendlich werden, die der 

1. Klasse aber endlich bleiben. Die Functionen der 1. Klasse werden also 
nur zu den geraden 6 führen; die ungeraden werden folglich durch die 
Functionen (9.) der 2. Klasse geliefert. Damit die letzteren auch zu geraden 

fuhren könnten, müsste mindestens 0(Oa) = 0^ sein und dafür müssten 

bei der Degeneration einer Function der 1. Klasse in eine solche der 2. 

zwei der Punkte (ct,, ye|.) in den Punkt (l,yi) hineinfallen; das würde aber 

neue Relationen zwischen den Coefficienten der Gleichung FVa?, yj = ver- 
langen, wie aus der Theorie der tangentialen adjungirten Curven bekannt 
ist; im allgemeinen ist dies also nicht der Fall, und im allgemeinen werden 
die Functionen der 2. Klasse zu den ungeraden Thetafanctionen führen. 

18. Alle diese Thetafunctionen, gerade oder ungerade, können aus 
dem fundamentalen Theta noch auf eine andere Weise abgeleitet werden, 

die der in § 14 für Z(ui^^ gebrauchten vollständig analog ist. 

Setzt man in der Functionalgleichung des fundamentalen Theta (4.) § 7 

(1.) 0(«,W,) = (-i)ir-%Ä-(--^-) 00 

P -i P — — ^ »Ir I«*. 

11^— ö-S^Ä Statt Uf, und multiplicirt dann beiderseits mit ^ ^*=i , so erhält 

1 ^ 1 

man ein Resultat, das folgendermassen geschrieben werden kann 
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(2.) e-ü.'*«» e («,;is7,) = ±(- 1)1™*"* .Kl.'*-* e (-«,+ \J^,) 

wo das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn die fundamentale Thetafunetion 
gerade, das untere, wenn sie ungerade ist. Ans der Gleichang (2.) ersieht 
man sogleich, dass die durch diese Operation aus der fundamentalen abge- 
leitete Thetafunetion von demselben Charakter wie die fundamentale ist, wenn 

(3.) i: m* W;t = (mod. 2), 

und von entgegengesetztem, wenn 

(4.) 

ist. Setzt man ftir einen Augenblick 
80 werden wir nach (4.) § 7 haben 



£mi,nj,=:l (mod. 2), 



1 t - 



(6) 



1 -L 



r(u,+mjmrn.) = .-^-^i."*^"**"»^ e(u, + ^^, + m,) 



oder, da man nach den Periodenrelationen von WeieT^tTM^ hat 

V \ p /1 1 _ \ 

(7.) 2^ 2" (^t ®t - tö* %) = 2 71 » Z^ (^ »»i w» - 2" «» m J 



folgendes: 



(8.) , 



= (-l>=> c *='^' * i . ^ ty^,^, *w , *7(tt,;m,,«,). 
Vergleicht man dies mit (7.) § 6, so erkennt man sogleich, i»A% f{u^\m^^n^ 
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/ 1-^1 \ 
sich nar durch einen Factor von 6 {uf,]^mf,^nf,juntGT^c\ieideu\iB,nn; b\%o 

haben wir mit Rücksicht auf (9.) § 16 und (2.) 



(9.) 






wenn die Constante auf die frühere Weise bezeichnet und 



(10.) 

gesetzt wird. 
Da 



«=+(_l)J.-*"*, 



»'"j£',(j"*"'*-j »'*»*) _ ,-vf/'"t "*•*•"*"*> 



(11.) 
ist, und 

(12.) mj,ni,+mj,ni,+n,mt = (m^+m^) («* + »*)-•«*»* 

ist, so kann die Gleichung (8.), die Functionalgleichung der Function (9.), 
so dargestellt werden: 



(13.) 



1 - 1 



0(m»+ö>*; 2-»»»*2"***) 



, A "* "t , ^ v^-S" ("'t+"Jt) («i + "t) ^^. % («*+ y «i ) 



= (-l)*=» (-1)*=« C*=l 0^t,^;_TO^,_„^). 

P 

19. Setzt man in der Gleichung (2.) § 18 ti^ = 0, so bekommt man 

1 

(1.) 0(if) = ±(- !>='"" 0(^t*> 

Aus dieser Gleichung folgt, dass 

(2.) . ^2 „ 

wird, wenn 

(3.) 

das heisst, dass die fundamentale Thetafunction verschwindet für Ua = ;^ ca«, 
im Falle (4) § 18, wenn sie gerade ist, und im Falle (3.) § 18, wenn sie 



0(i^*) = o 



p - - 
^ if»i. «i, 

+ (_!)*=. ' '^ -1, 



' 1 — 
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ungerade ist. Man nennt die Charakteristiken, deren Elemente der Be- 
dingung (3.) § 18 genügen, gerade Charakteristiken, nnd solche, deren Ele- 
mente der Bedingung (4.) § 18 genügen, ungerade Charakteristiken. Man 
kann diese Benennung auf die entsprechenden halben Perioden übertragen 
und dann den letzten Satz so aussprechen: 

Die fundamentale Thetafunetion verschwindet fttr ungerade halbe 
Perioden, wenn sie gerade, und für gerade halbe Perioden, wenn sie unge- 
rade ist. 

Setzt man in der Gleichung (9.) § 18 ti* = ö- öJ*, so erkennt man, dass 

(4.) ö(^®>^4f4^0 = O 

wird, wenn 

(5.) ö(^(ö>*+^0) = 

ist; also, falls die fundamentale Thetafunetion gerade ist, wenn 

(6.) i(m,+w,)(«*+«0 = l (mod.2), 

und falls sie ungerade ist, wenn 

^(iii.+TO,) («*+»*) = (mod.2) 

ist. Diese Nullstellen der Thetafunctionen sind die ausgezeichneten, Haupt- 
nullstellen, wie sie Pokrowsky nannte,*) die allein bleiben, wenn p = 1 wird; 
sonst aber giebt es auch unendlich viele andere, deren Gesammtheit eine 
Fläche in dem p-dimensionalen Räume bildet. 

20. Nachdem die Haupteigenschaften der allgemeinen Thetafunetion 
aus ihrer Definition durch die Gleichungen (8.) und (9.) § 1 entwickelt 
worden sind, können wir zur speciellen übergehen. 

Die bisher betrachteten fundamentalen Integrale 2. Gattung sind die 
allgemeinen gewesen, also durch die Formel darstellbar 

(1.) //, = //i'+ic«/, (*=i.2....,p), 

«0 'Q ^=1 «0 



*) P. Pokrowsky. Theorie der ultraelliptischen Functionen der 1. Klasse. Moskau, 
1887 (Russisch.) S. 199. § 25. S. auch Moskau, Mathematische Sammlung. (Sbomik) Bd. XIU. 
S. 245 und 40Ü. 
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WO ITl ein specielles Integral 2. Gattung mit demselben Parameter bedeutet, 
und wo die c^^i willkürliche Constanten sind, die nur den Bedingungen 

(2.) C« = Ca: 

genügen müssen. Lässt man (x^y) die Curven Ah^ oder Bf, einmal um- 
laufen, so vermehrt sich das Integral (1.) um 



(3.) 



riih = '?u + ZCuiOiH 



p 



oder 



(4.) 



rikk = ^JaH-Sc^cüLi 



<«i 



(A = 1,2......pX 



Wir können die Constanten c^ so bestimmen, dass 



(5.) 

wird. Die Determinante 
(6.) 






i2 = |co,,| 

(/.A=l,2,...p) 



(A=l,2,...,p> 



dieses Systems von p Gleichungen mit p Unbekannten c^i, c^j, ..., Cjip ist 
von Null verschieden*), und wenn 

gesetzt wird, so finden wir aus (5.) 

(8.) c,, = -ii2,,ryc;;) 

und ebenso 

(8'.) c,, = -iA.'?J^ 



*) Man kann dies nämlich immer voraussetzen; denn würde es für die ursprüng- 
lichen Curven Ah und J3a (^ = 1, 2, ...,p) nicht gelten, so könnte man andere nehmen^ 
für die es stattfindet. Der Aenderung dieser Curven entspricht das Ersetzen der ursprüngr 
liehen Perioden durch lineare Combinationen von ihnen. Eine der einfachsten würde 
die sein, dass man einige com und utluy bei unveränderten k und / und im h = 1, 2, ..., p 
umtauschte; dann würde Sl in eine solche Determinante übergehen, in der einige oder 
auch alle Reihen der waä (ä = 1 , 2 , . . . , p) durch Reihen der coJa (ä = 1 , 2 , . . . , p) ersetzt sind; 
aber unter allen solchen Determinanten wird gewiss wenigstens eine sein, die von Null 
verschieden ist, weil sonst nach dem Lap/aceschen Theorem über die Determinantea 
auch A = ±(27rt)P gleich Null sein würde, was absurd ist. 
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Mit Hülfe der Periodenrelationen von Weierstreus überzeugt man sich leicht, 
dass diese Werthe den Bedingungen (2.) Genüge thnn.*) Setzt man daher 
den Werth (8'.) für e^ in (4.) ein, so erhält man 



(9.) '7tt = »?r--2:«'M^Ayi?r- 

Mnltiplicirt man diese Gleichung mit »« + y (»„ und summirt das Product 
nach k von 1 bis p, so erhält man fttr den Exponenten von e in der zweiten 
der Gleichungen (3.) § 7 

Dieser Ausdruck wird viel einfacher, wenn man setzt: 
(11.) ißy«i = »„ 



(10.) 






(/ = l,2,...,p). 



(12.) ^^^kj^kh=*hj 

wobei 

(13.) Tj, = T^ 

sein wird, was man durch dieselben Feriodenrelationen leicht beweist. Löst 
man diese Gleichungen auf — die p oberen nach t/^, die p unteren nach 
w'if, — , so erhält man 



(14.) 
(15.) 






Mit Hülfe von (11.) und (12.) für das zweite Glied in (10.) rechts, 
und mit Httlfe von (14.) und (lö.) für das erste, giebt man der Gleichung 
(10.) die Form: 

(16.) i/?M(ti.+~a>L) = i(r,+i-T,,) i(i?;r^^ 

und diese reducirt sich nach den WeierstrMswYLtn Periodenrelationen auf 



*) S. meine Bücher über die hyperelliptischen und i46efechen Integrale. Auch 
/f. Wtierstrais^ Mathematische Werke. Bd. IV. S. 535. 
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(17.) i»?«(«* + |-ö>«) = -2?i»'(e» + |-r»,), 

wo 

(18.) T„=ii2„tü;». 

Der Ausdruck (17.) wird der Exponent von e in der zweiten der 
Gleichungen (3.) § 7; in der ersten aber wird er Null wegen (5.). 

21. Wenn man in der Gleichung (11.) § 20 Ut+o)j,i, statt Ut setzt, 
so erhält f>j einen neuen Werth, den wir mit rf^ bezeichnen wollen; man 
findet leicht, dass dann 



(1-) 



"^*' = t»„ (h^j) 



Ur =t»y+l 



wird. Setzt man «!+<<>» statt »^ in dieselbe Gleichnng, nnd bezeichnet den 
neuen dadurch entstandenen Werth von «, durch «j*'\ so wird 

(2.) «r = fi+ V 

Wir wollen die mit Htllfe von speciellen Integralen der 2. Gattung 
erlangte gerade fundamentale Thetafnnction zum Unterschiede von der all- 

gemeinen, früher betrachteten, mit 60 (uj^^) bezeichnen, und wenn in diese 

neue Variable c^ mittels der Gleichungen (11.) § 20 eingeführt werden, 

1 

mit 0-(f>\ so dass man 

(3.) ®«(f) = ^(f) 

hat. Durch diese Transformation werden dann die Gleichungen (3.) § 7 
folgende Gestalt bekommen 

(4.) ^(<>ij<'2j'-M<'*-n^*+l7^*+i» •••?^p) = ^{yhji 

(5.) ^(r.+ r«) = r'"-^-^^'**^^(;). 

Durch ihre wiederholte Anwendung kommt man zur allgemeineren 

(6.) ^(•»+m,+ i«,0 = e-i.-("*-^i ^""') afy. 
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22. Da die Function i^ («a) eine periodische [nach (4.)] ganze Function 
von «A ist, so ist sie nach Fourier^ Theorem so darstellbar: 



V 

1 



+ » vP 2 71t 2" mj^r^ 



(1.) d(r*) = (x„,) ^, e *=« **; 

mit Hülfe der Gleichung (5.) § 21 findet man 

(2.) ^p = ^^ e *=!'=! *' * '. 

? ^^ 
Bringt man dies in (1.), setzt dann ^^ = 1, so erhält man die Entwickelung 

der Jaco6Jschen Thetafhnction in eine Reihe 



p i p \ 
(3.) ^(^0==('£-0 ^ *=' ^ '^' ^ 



23. In dieser Weise haben wir eine analytische Darstellung der 
speciellen Function (3.) §21 erhalten, die in der Form (3.) §22 unter dem 
Namen Jaco6tsche bekannt ist. Auf diese aber wird man leicht jede andere 
der früher betrachteten zurückführen. Es reicht dazu aus, die Conatanten 
Cj,i in zwei Theile zu zerlegen,, deren einer durch die Formel (8.) § 20 be- 
stimmt wird. Wir setzen also 

(1.) c,, = -iß,,,?<lH6*,. 

Aus der Gleichung (1.) § 20 folgt mit Rücksicht auf (5.) § 10 

(P \ /P \(0) p 

«*)* = JMt + 2 cy («; + ; 

setzt man hier statt c^ seinen Werth aus (1.) ein, so bekommt man 

(P\ •P\(0)PP P 

l ^ ^1 ^ j=l A=l ;=l 

oder, wenn man 

(4.) jfli,T = J(k)T -I ISlj, r,]:^ (uj + cj) 

setzt, einfacher 

/P \ / p \ (1) p 

(5.) J(uX = J(nX +2b,j(u, + Cj). 
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Indem man hier 

(6.) ti, = c,+ 2(Är+/I) 

setzt, erhält man 

wo nach (4.) 

(4"=-i^(c.+2(ir+/:)r 

(8.) j ' •• 

P *** p 

ist. Setzt man jetzt in (5.) «4+«?'^+/* anstatt «a, und addirt dazu (7.), sa 
erhält man 

, p «Jkv / P "*\0) p 

^ 1 «b 1 Ä^ i=l 

Jetzt wollen wir hier 

(10.) sr = i^r+^^. 

statt Äi'^ einsetzen; dann werden sich nach (3.) § 16 J* und Jj[*^ in 

(11.) Z = J,-jV\ und /r = J2^^-|-^. 

verwandeln, und die Gleichung (9.) geht dann in die folgende 

(12.) l + J{u,+k' + l). = A'' + j(u,+k'+l)T+ i6^«> 

über. Nehmen wir S^^^ in (10.) als so gewählt an, dass in der Gleichung* 

(12.) die Function der linken Seite and folglich der entsprechende Theil 

der rechten Seite Functionen der I.Klasse sind, so kann man die Gleichung^ 

(12.) mit rfwjfc multipliciren, dann von * = 1 bis k = p summiren, und voa 

p 
dem Punkte f»A = integriren; man erhält dann Folgendes 



(13.) 



[ p r' /- , p «\ . 
*=* ly ^ 1 «0 
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woraus folgt, dass 

(14.) ^ - ^ (0,) = ^ci) (^,) -#(0 (5,) + \z^k b^ u, u, 
ist; hieraus folgt die Gleichung 

(15.) ^— = — - e ^ *=i >=» ^ 



zwischen den allgemeinen und speciellen geraden Thetafunctionen. Unter 
den letzteren findet sich auch die in § 21 mit 0(,f %) bezeichnete, die den 

Werth 1 für «a = annimmt. Setzt man voraus, dass in (10.) ^o)j^ eben 

so gewählt ist, dass es zu dieser Thetafunction führt, dann erhält man aus 
(15.) folgende Gleichung: 

§(o.) 



Fahrt man hierin die Variablen «a mittelst der Gleichungen (14.) § 20 ein, 
und setzt 

so bekommt man mit Rücksicht auf (3.) § 21 folgende Formel 

e(o,) 

durch welche die allgemeine gerade fundamentale Thetafunction auf die 
«/aco6tsche zurückgeführt, und so der analytische Ausdruck fttr jene gewonnen 
ist Da die anderen Thetafunctionen mit Parameter — nach W^ei^^/raMScher 
Benennung — , die man auch die abgeleiteten nennen könnte, sich durch die 
fundamentale Thetafunction nach § 17 und § 18 ausdrücken lassen, so 
haben wir dadurch zugleich die analytischen Ausdrucke fttr alle Theta 
erworben. 



Journal for Mathematik Bd. CXXVI. Heft 4. 44 



Verlag von Gustav Fischer in Jena. 

efs'chVen: Wlsscnschaft und Buchhandel. 

Zur Abwehr, 

Denkschrift der Deutschen Verlegerkammer 

unter Mitwirkung ihres derzeitigen Vorsitzenden Dr. Gustav Fischer in Jena 

bearbeitet von Dr. Karl Trübner, Strasburg i. E. 

Interessenten steht, soweit der dafür bestimmte Vorrat reicht, die Schrift in einem Exemplar 
unentgeltlich zur Verfügung. Bestellungen beliebe man direkt an die Verlagsbuchhandlung von 
Gustav Fischer in Jena gelangen zu lassen. Weitere Exemplare sind zum Preise von 80 Pf. 
durch jede Buchhandlung zu beziehen. 



Eine erste optische Werkstätte 

sucht 

einen tüchtigen 

Mathematiker, 

der sich mit der Berechnung von Mikroskopobjektiven befassen würde. Herren, 
die dazu bereit sind, könnten zunächst ohne Änderung ihres Wohnsitzes beschäftigt 
werden und kann ihnen, den Leistungen entsprechend, später eine gute Lebens- 
stellung geboten werden. 

Offerten sind zu machen sub K. W. 5821 an Rudolf Mosse, Cöln a. Rh. 
Verlag von Arthur Felik fn Leipzig.' 



Lehrbuch der Kinematik. 

Für Studirende der Maschinentechnik, Mathematik und Physik. 

Geometrisch dargestellt von 
Dr. L. Burmester, 

0. 0. Professor der darstellcDden Geomotrlo und der Kinematik an der Kgl. Technischen Hochschnlo za Mttnchen. 

Erster Band: Die ebene Bewegung. 

Mit einem Atlas von 57 Tafeln in Folio. In gr. 8. XX, 941 Seiten. 1888. Brosch. Preis M. 57.— 

Elementares 

Lehrbuch der Technischen Mechanik 

für Studirende und zum Selbstunterricht 
bearbeitet von Oskar Hoppe, Professor an der Kgl. Bergakademie zu Klausthal. 

Erste Abtheilung: Mechanik des Punktes. — Mechanik der Körper. 

Mit 453 Abbildungen im Text. In Lex.-8. XIV, 361 Seiten. 1894. Brosch. Preis M. 11.— 

Zweite Abtheilung: Mechanik der tropfbaren und gasförmigen Flüssigkeiten. 

Mit 106 Abbildungen im Text. 
In Lex.-8. XI, 135 S. 1895. Broscb. Preis M. 4.50. Beide Teile zusammen in einen Halbfribd. geb. M. 18. — 

Das Gesetz der 

proportionalen Widerstände und seine Anwendungen. 

Nebst Versuchen über das Verhalten verschiedener Materialien bei gleichen Formänderungen 
sowohl unter der Presse als dem Schlagwerk. 

Von Friedrich Kick. 

K. K. KegieniDgsrath und ordentlichem üfTentlichen Professor der mechanischen Technologie 
an der K. K. deutschen technischen Hochschule in Prag. 

Mit 3 lithogr. Tafeln und 44 Holzschnitten. In gr. 8. X, 118 Seiten. 1885. Brosch. Preis M. 6.— 



Grundsätze der Kinematik. 

Dargestellt von Heinrich Weiss, Ingenieur. 

Erstes Heft. Mit einem Atlas von 10 lithograph. Tafeln in Folio. 

In gr. 8^ 256 Seiten. 1900. Preis M. 10.— 



Band 126. Heft IV. 
Inhaltsverzeichnis s. 



Yoronoi^ 6. Sar un probleme da calcul des fonctions asymptotiques . . Seite 241 

Tichomandritzkj^ M. Uebergang von den Abelschen Integralen zn den 

Thetafunctionen •••••••• — 283 



Sendungen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich unter der Adresse : 
An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 
Professor Dr. Kurt Hensel. Marburg a. d. L, Universitätsstrasse 54. 



<2> 



.W f 



^^W€^ 






■ ■ j 



